
Cap��tulo 2

Matem�atica em Sistemas

Gr�a�cos

Este cap��tulo tem como objetivo principal revisar alguns conceitos ma-
tem�aticos que ser~ao utilizados ao longo desta disciplina.

2.1 Pontos

Um ponto no espa�co de n dimens~oes pode ser identi�cado por uma lista de
n valores denominados coordenadas. A forma mais usual �e associar estes
valores �as distâncias do ponto em rela�c~ao a um conjunto de planos de�ndo
pelos n eixos ortogonais entre si. Tal sistema de eixos �e conhecido como
sistema de coordenadas retangulares ou cartesianas.

No espa�co 3D, o sistema de referência cartesiano �e constitu��do por 3
eixos que s~ao designados, respectivamente, por x, y e z e as coordenadas x,
y e z correspondem, respectivamente, �as distâncias aos planos yz, xz e xy.
Dependendo da designa�c~ao, distinguem-se ainda duas orienta�c~oes:

� orienta�c~ao m~ao-direita: ao rotacionarmos os dedos da m~ao-direita
partindo-se do eixo x para o eixo y, o polegar aponta para a dire�c~ao
positiva do eixo z.

� orienta�c~ao m~ao-esquerda: ao rotacionarmos os dedos da m~ao-esquerda
partindo-se do eixo x para o eixo y, o polegar aponta para a dire�c~ao
positiva do eixo z.

Exerc��cio 2.1 Dados um ponto sobre um plano e dois sistemas de referência
cartesianos associados a este plano, como ilustra a �gura abaixo. Quais s~ao

as coordenadas do ponto P em cada sistema?

9
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P

A distância entre dois pontos P1 = (x1; y1; z1) e P2 = (x2; y2; z2) dados
no sistema cartesiano pode ser obtida pela express~ao:

d(P1; P2) =
q
(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)2 (2.1)

Para problemas que envolvem dire�c~oes variadas em rela�c~ao a uma origem
O �xa (p�olo), �e conveniente especi�car a posi�c~ao de um ponto P em <3 com
uso de coordenadas polares (r; �; �), onde r �e a distância OP e � e � s~ao
os ângulos que a dire�c~ao OP faz em rela�c~ao a dois eixos �xos que passam
por O.

Considerando que os eixos de referência sejam respectivamente x e z. A
convers~ao das coordenadas polares para as cartesianas �e dada por seguintes
equa�c~oes:

x = rcos�sen� y = rsen�sen� z = rcos� (2.2)

E das cartesianas para as polares,

r =
q
x2 + y2 + z2 � = arccos

z

r
� = arctg

y

x
(2.3)

z

x

y
r

�

�

Em processamento computacional a nota�c~ao utilizada para representar
os pontos �e um vetor-linha ou vetor-coluna:

h
x y z

i 2
64 x
y
z

3
75

Exerc��cio 2.2 Dados dois pontos P1 = [1:0 2:0 �3:0]t e P1 = [4:0 1:0 �1:0]t
em sistemas cartesianos.
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1. Represente-os em sistemas esf�ericos e cil��ndricos.

2. Qual �e a distância entre os dois pontos?

2.2 Vetores

Vetor �e uma grandeza f��sica provida de dire�c~ao e magnitude (norma). Dois
pontos distintos de um sistema cartesiano P1 = (x1; y1; z1) e P2 = (x2; y2; z2)
de�nem um vetor (de deslocamento de P1 a P2) ~P1P2 em <3 conforme a
seguinte express~ao:

~P1P2 = P2 � P1 = (x2 � x1; y2 � y1; z2 � z1):

Exerc��cio 2.3 Desenhe o vetor de�nido por dois pontos P1 = [2:0 1:0]t e

P2 = [6:5 6:0]t no sistema 2 do Exerc��cio 2.1. Quais s~ao as coordenadas

dos ponto P1 e P2 em rela�c~ao ao sistema 1 do Exerc��cio 2.1? Represente

gra�camente o vetor de�nido pelos pontos P1 e P2 no sistema 1 e compare-o

com o vetor no sistema 2 do Exerc��cio 2.1.

Como os pontos, os vetores podem ser representados por vetor-coluna ou
vetor-linha. Gra�camente, os vetores s~ao representados por um segmento
orientado de P1 (ponto inicial) para P2 (ponto �nal). Vale ressaltar aqui
que segmentos com orienta�c~ao e magnitude iguais representam um mesmo
vetor, independentemente da sua posi�c~ao no espa�co.

A magnitude ou norma j ~a j de um vetor ~a �e, por de�ni�c~ao, a distância
entre os pontos inicial e �nal, ou seja,

j ~a j=
q
a21 + a22 + a23

Um vetor normalizado �o um vetor cuja magnitude �e igual a 1. A nor-
maliza�c~ao de um vetor pode ser obtida com a divis~ao de cada componente
do vetor pela sua norma.

Dados os vetores ~a = [a1 a2 a3]
t, ~b = [b1 b2 b3]

t e ~c = [c1 c2 c3]
t. As

seguintes opera�c~oes alg�ebricas s~ao de�nidas:

Adi�c~ao : ~a+~b = [a1 + b1 a2 + b2 c1 + c2]
t;

Multiplica�c~ao por um escalar � : �~a = [�a1 �a2 �a3]
t;

Produto interno ou escalar : ~a �~b = a1b1+ a2b2+ a3b3 ou ~a �~b =j ~a jj ~b j
cos, onde  �e o ângulo entre os vetores ~a e ~b.
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Produto externo ou vetorial : ~a �~b = [a2b3 � a3b2 a3b1 � a1b3 a1b2 �
a2b1]

t ou j ~a�~b j=j ~a jj ~b j sen, onde  �e o ângulo entre os vetores ~a
e ~b. A dire�c~ao do vetor resultante �e perpendicular aos vetores ~a e ~b e
obedece a regra da m~ao-direita ou m~ao-esquerda.

Produto misto : ~a � (~b� ~c) �e igual ao determinante dos vetores ~a, ~b e ~c.

Exerc��cio 2.4 Dados dois vetores a = [1:0 2:0 �3:0]t e b = [4:0 1:0 �1:0]t.

1. Determine o produto escalar de a e b. Esboce o resultado.

2. Determine o produto vetorial de a e b. Esboce o resultado.

3. Determine o produto vetorial de a e b normalizados. Esboce o resultado

e compare-o com o do item anterior.

Exerc��cio 2.5 Dados três vetores: a = [2:0 0:0 3:0]t, a = [0:0 6:0 2:0]t e

a = [3:0 3:0 0:0]t. Qual �e o volume do tetraedro de�nido por eles?

O conjunto de vetores em <n e o conjunto de n�umeros reais junto com
as opera�c~oes de adi�c~ao e de multiplica�c~ao por escalar de�nem um espa�co

vetorial sobre os n�umeros reais, porque s~ao satisfeitos os seguintes axiomas:

� comutatividade na adi�c~ao.

� existência de um elemento nulo para adi�c~ao, o vetor nulo ~0.

� existência de elementos inversos para adi�c~ao, o vetor de mesma mag-
nitude e dire�c~ao mas com sentido oposto.

� associatividade na adi�c~ao.

� existência do elemento unit�ario para multiplica�c~ao, o escalar 1.0.

� a multiplica�c~ao por um produto de escalares �e igual �a multiplica�c~ao
do primeiro escalar por um vetor multiplicado pelo segundo.

� a multiplica�c~ao de uma soma de vetores por um escalar �e igual a soma
de vetores multiplicados pelo escalar.

� a multiplica�c~ao de um vetor ~v por uma soma de escalares � e � �e igual
a soma dos vetores �~v e �~v.
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Chamamos de combina�c~ao linear de m vetores ~a(1), ~a(2), � � �, ~a(m) a
express~ao

�1~a(1) + �2~a(2) + � � � + �m~a(m);

onde �i 2 <.
Quando a express~ao

�1~a(1) + �2~a(2) + � � �+ �m~a(m) = ~0

�e somente satisfeita para �1 = �2 = � � � = �m = 0, dizemos que os vetores
~a(1), ~a(2), � � �, ~a(m) s~ao linearmente independentes.

Diz-se que um espa�co vetorial V �e de dimens~ao �nita n ou �e n-dimensional,
se existem n vetores linearmente independentes e1, e2, � � �, en que geram V .
A lista fe1, e2, � � �, eng �e ent~ao chamada uma base de V . Ainda mais, todas
as outras bases tem o mesmo n�umero de elementos. Particularmente, a base

e1 = (1; 0; 0; � � � ; 0; 0)
e2 = (0; 1; 0; � � � ; 0; 0)

� � �
en = (0; 0; 0; � � � ; 0; 1)

�e denominada a base canônica de V , a partir da qual gera-se todos os
vetores em V por combina�c~ao linear.

Observa�c~ao 2.1 Qual �e a base canônica de um espa�co vetorial de 2 di-

mens~oes? E de 3 dimens~oes?

Dado um conjunto de m pontos Pi e um ponto de referência P0, de-
�nimos como ponto baricêntrico P o ponto obtido pela combina�c~ao

baricêntrica dos vetores ~PiP0 da seguinte maneira

P � P0 =
mX
i=1

�i(Pi � P0)

com
Pm

i=1 �i = 1. Algumas manipula�c~oes alg�ebricas nos leva �a equa�c~ao

P =
mX
i=1

�iPi:

Quando os escalares �i forem n~ao negativos dizemos que �e uma combi-

na�c~ao convexa. Pode-se mostrar que neste caso P est�a no fecho convexo
de�nido pelos pontos Pi. Um fecho convexo �e a menor regi~ao caracteri-
zada por qualquer segmento que liga dois pontos pertencentes a esta regi~ao
est�a tamb�em contido na regi~ao.
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Exerc��cio 2.6 Mostre que o baricentro de um triângulo �e uma combina�c~ao

convexa dos v�ertices do triângulo. O baricentro est�a sempre localizado no

interior do triângulo? Justi�que.

Exerc��cio 2.7 Dada uma sequência de pontos fP1; P2; P3; P4; P5; P6g como

ilustra a �gura abaixo, esboce o lugar geom�etrico dos pontos obtidos como a

combina�c~ao convexa destes pontos. Justi�que.

P1

P2

P3
P4

P5

P6

2.3 Fun�c~oes

Dados dois conjuntos A e B. Uma fun�c~ao, de�nida em A, �e uma corres-
pondência que associa a cada elemento em A um elemento em B. A e B s~ao
chamados, respectivamente, de dom��nio e contra-dom��nio.

Se temos duas fun�c~oes f e g tais que f seja de�nida para todos os elemen-
tos que s~ao os resultados que g pode assumir, ent~ao podemos construir uma
nova fun�c~ao, representada por f Æ g, conhecida como fun�c~ao composta:

f Æ g(~x) = f [g(~x)]

Exerc��cio 2.8 Dadas as suas fun�c~oes f(x) = 2:0senx e g(x) = x2 + x.

1. Obter h1(x) = f Æ g(x).
2. Obter h2(x) = g Æ f(x).
3. Quais s~ao as derivadas de h1(x) e h2(x)?

Uma fun�c~ao �e diferenci�avel se ela admite em todos os pontos derivadas
de todas as ordens. Se ela admite derivadas at�e ordem n, dizemos que ela �e
diferenci�avel ou cont��nua at�e ordem n (Cn).

Exerc��cio 2.9 Veri�car a diferenciabilidade das seguinte fun�c~oes:
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1. f(t) = (acost; asent; bt).

2. y =
p
x3.

Observa�c~ao 2.2 �E muito comum processar informa�c~oes geom�etricas, como

�area, volume, que fazem uso de fun�c~oes trigonom�etricas. Algumas igualdades

desta categoria de fun�c~oes que utilizarems nesta disciplina s~ao:

� sen(x� y) = senxcosy � cosxseny.

� cos(x� y) = cosxcosy � senxseny.

� senx = cos(x� �
2 ) = cos(�2 � x).

� cosx = sen(x+ �
2 ) = sen(�2 � x).

Fun�c~oes lineares, de�nidas sobre os n�umeros reais <, �e uma express~ao
com o seguinte aspecto:

a1x1 + a2x2 + � � � + anxn = b;

onde ai, b 2 < e os xi s~ao vari�aveis (ou inc�ognitas). Os escalares ai s~ao
denominados coe�cientes de xi.

Exemplo 2.1 A combina�c~ao linear de vetores �e uma fun�c~ao linear.

Dados dois espa�cos vetoriais X e Y . A correspondência que associa
a cada vetor ~x 2 X um vetor ~y 2 Y �e conhecida como transforma�c~ao F
(mapeamento ou operador) de X em Y . Uma transforma�c~ao �e conhecida
como linear se para todos os vetores ~v e ~x em X e escalares C s~ao satisfeitas
as duas rela�c~oes:

F (~v + ~x) = F ((~v) + F (~x)

F (c~x) = cF (~x)

Uma transforma�c~ao �e denominada isom�erica quando o produto interno
dos vetores �e preservado, ou seja a norma (ou a magnitude) do vetor �e
preservado.

Exerc��cio 2.10 Dê duas transforma�c~oes isom�etricas e uma transforma�c~ao
n~ao-isom�etrica.
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2.4 Matrizes e Transforma�c~oes

A manipula�c~ao de transforma�c~oes lineares entre os vetores �e bastante sim-
pli�cada com uso de matrizes, porque estas permitem representar as trans-
forma�c~oes sucessivas de forma compacta.

Matrizes s~ao disposi�c~oes \tabulares" de escalares. Uma transforma�c~ao
linear de <n em <m

a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + � � �+ a2nxn = b2
. . . � � �

am1x1 + am2x2 + � � � + amnxn = bm

�e equivalente �a equa�c~ao matricial2
66664

a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n

. . .

am1 am2 � � � amn

3
77775

2
6664
x1
x2
� � �
xn

3
7775 =

2
6664

b1
b2
� � �
bm

3
7775

ou simplesmente A~x = ~b. Chamamos A de matriz de coe�cientes da
transforma�c~ao.

Exerc��cio 2.11 Utilize a nota�c~ao matricial para descrever o seguinte siste-

ma de equa�c~oes lineares:

x = 2:0t+ 1:0(t� 1)

y = �1:0t+ 4:0(t � 1)

z = �1:5t� 2:0(t � 1)

Qual �e o lugar geom�etrico das solu�c~oes do sistema para o intervalo t 2
[0; 1:0]?

Opera�c~oes alg�ebricas de�nidas sobre duas matrizes A e B s~ao:

Adi�c~ao : de matrizes de mesma dimens~ao m� n.

Multiplica�c~ao por escalar : cada elemento da matriz �e multiplicado pelo
escalar.
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Multiplica�c~ao : cada elemento ij da nova matriz AB �e obtido multipli-
cando a i-�esima linha de A e j-�esima coluna de B. Portanto, o n�umero
de linhas de A deve ser igual ao n�umero de colunas de B.

Transposi�c~ao : cada linha �e transposta ordenadamente para coluna da
nova matriz.

Invers~ao : a multiplica�c~ao de uma matriz (quadrada e invers��vel) pela sua
inversa �e uma matriz identidade.

Observa�c~ao 2.3 Determine a matriz inversa de:

1.

A =

"
3 1
2 4

#

2.

A =

2
64 �0:5 0:0 0:0

0:0 4:0 0:0
0:0 0:0 1:0

3
75

�E f�acil mostrar que a composi�c~ao de duas transforma�c~oes lineares A(B(~x))
pode ser representada como a multiplica�c~ao das matrizes de coe�cientes, ou
seja, A(B(~x)) = AB~x.

Algumas propriedades satisfeitas pelas opera�c~oes de matrizes s~ao:

� Associativa para adi�c~ao: A+ (B + C) = (A+B) + C.

� A+ 0 = A.

� A+ (�A) = 0.

� A+B = B +A.

� k(A+B) = kA+ kB, onde k �e um escalar.

� (k1 + k2)A = k1A+ k2A, onde k1 e k2 s~ao escalares.

� (k1k2)A = k1(k2A).

� 1:A = A e 0:A = 0.

� (AB)C = A(BC).
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� A(B + C) = AB +AC.

� (B + C)A = BA+ CA.

� k(AB) = (kA)B = A(kB), onde k �e um escalar.

� (A+B)t = At +Bt.

� (At)t = A.

� (kA)t = kAt, onde k �e um escalar.

� (AB)t = BtAt.

� (AB)�1 = B�1A�1.

Uma matriz A quadrada �e ortogonal, se e somente se, seus vetores-
coluna (e tamb�em seus vetores-linha) formam um sistema ortonormal (s~ao
unit�arios e ortogonais entre si). Uma transforma�c~ao isom�etrica pode ser
representada por uma matriz ortogonal (porisso, �e conhecida tamb�em como
transforma�c~ao ortogonal). Uma propriedade �util para matrizes ortogo-
nais �e (A)�1 = At.

Al�em das transforma�c~oes lineares, as matrizes constituem uma forma
compacta para representar �guras geom�etricas.

Exemplo 2.2 As se�c~oes cônicas e superf��cies quadr�aticas s~ao as formas

geom�etricas mais utilizadas. A equa�c~ao geral de uma se�c~ao cônica �e

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+Ey + F = 0

que pode ser reescrita em forma matricial

h
x y 1

i 264 A B=2 D=2
B=2 C E=2
D=2 E=2 F

3
75
2
64 x
y
1

3
75

ou seja, ~xtA~x. Esta forma de nota�c~ao matricial �e conhecida como forma

quadr�atica. Observe que a matriz de coe�cientes A �e sim�etrica.

As superf��cies quadr�aticas, por sua vez, s~ao dadas por

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy +Eyz + Fxz +Gx+Hy + Jz +K = 0

que em nota�c~ao matricial equivale a

h
x y z 1

i
2
6664

A D=2 F=2 G=2
D=2 B E=2 H=2
F=2 E=2 C J=2
G=2 H=2 J=2 K

3
7775
2
6664
x
y
z
1

3
7775
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Para determinar os autovalores e autovetores de uma matriz A, de-
terminamos primeiro os autovalores � com uso da express~ao

det(A � �I) = 0;

onde I �e uma matriz de identidade. Em seguida, calculamos o autovetor
correspondente a cada autovalor atrav�es da igualdade

A~x = �~x:

Exerc��cio 2.12 Determine os autovalores e os autovetores da matriz

A =

"
�5:0 2:0
2:0 �2:0

#

Uma das aplica�c~oes de autovetores �e a diagonaliza�c~ao da matriz A.

Exerc��cio 2.13 A qual se�c~ao cônica corresponde a seguinte express~ao:

17x2 � 30xy + 17y2 = 128 ?

2.5 N�umeros Complexos

Veremos que os n�umeros complexos podems ser utilizados para representar
de forma ainda mais compacta rota�c~oes (uma transforma�c~ao geom�etrica) a
serem detalhadas no cap��tulo 4.

Um n�umero complexo z �e um par ordenado (x; y) com x; y 2 <. x �e
chamado a parte real e y a parte imagin�aria de z, ou seja,

x = Re z y = Im z:

Por de�ni�c~ao, dois n�umeros complexos s~ao iguais, se a suas partes reais
e partes imagin�arias forem iguais.

Chamamos de unidade imagin�aria o par (0; 1).
Opera�c~oes de�nidas para n�umeros complexos:

Adi�c~ao : z1 + z2 = (x1; y1) + (x2; y2) = (x1 + x2; y1 + y2).

Multiplica�c~ao : z1z2 = (x1; y1)(x2; y2) = (x1x2 � y1y2; x1y2 + x2y1).

Divis~ao : z = z1
z2

= x1x2+y1y2
x2
2
+y2

2

+ ix2y1�x1y2
x2
2
+y2

2

.

Conjugado : z = x� iy.
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Observe que se as partes imagin�arias forem nulas, as opera�c~oes se re-
duzem �as opera�c~oes de�nidas para os n�umeros reais. Ainda mais, podemos
escrever z na forma

z = x+ iy;

ao de�nirmos i2 = �1.

Exerc��cio 2.14 Dados dois n�umeros complexos z1 = 8 + 3i e z2 = 9 � 2i.
Calcule

1. z1 + z2

2. z2 � z1

3. z1z2

4. z1
z2

5. seus conjugados.

Uma representa�c~ao geom�etrica dos n�umeros complexos �e com uso de um
plano denominado plano complexo (ou diagrama de Argand) e um sis-
tema de referência ortogonal. Os dois eixos correspondem, respectivamente,
ao eixo real e ao eixo imagin�ario. Cada n�umero �e ent~ao um ponto neste
plano onde a parte real corresponde a uma coordenada do eixo real e a par-
te imagin�aria a uma coordenada do eixo imagin�ario. Esta interpreta�c~ao nos
permite de�nir a forma polar de um n�umero complexo z, quando z 6= 0.

Fazendo
x = rcos� y = rsen�;

onde r =
p
x2 + y2 e �� < � = arg z = arctg y

x
� �, ent~ao

z = r(cos� + isen�) u z = rei�

A forma polar facilita a multiplica�c~ao e a divis~ao de n�umeros complexos:

Multiplica�c~ao : z1z2 = r1e
i�1r2e

i�2 = r1r2e
i(�1+�2).

Divis~ao : z1
z2

= r1e
i�1

r2e
i�2

= r1
r2
ei(�1��2).

Exerc��cio 2.15 Repetir a multiplica�c~ao e a divis~ao dos n�umeros complexos

dados no Exerc��cio 2.14 usando suas formas polares e compare os resultados.
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Representando cada ponto [x y]t num plano como um n�umero complexo

(x+iy), podemos ent~ao descrever transforma�c~oes lineares do tipo

"
a �b
b a

#

sobre [x y]t como o produto de dois n�umeros complexos

(a+ ib)(x+ iy) = (ax� by) + i(bx+ ay):

Exerc��cio 2.16 �E poss��vel escrever em forma de n�umeros complexos o se-

guinte sistema de equa�c~oes lineares?

xn = xvcos� � yvsen�

yn = xvsen� + yvcos�

Esboce a posi�c~ao relativa entre os dois pontos Pv = [xv yv] e Pn = [xn yn]
t

num plano. Qual foi a transform�c~ao aplicada em Pv para obter Pn?

2.6 Transformada de Fourier

A fun�c~ao f(x; y) cont��nua por parte, integr�avel e n~ao-peri�odica correspon-
dente a uma imagem pode ser representada por uma integral de Fourier

em forma complexa. A partir desta integral obt�em-se a transformada de

Fourier F (u; v) de f(x; y)

Fff(x; y)g = F (u; v) =

Z 1
�1

Z 1
�1

f(x; y)e�2�j(xu+yv)dxdy ;

onde j =
p�1 e F denota o operador da transformada. A transformada

inversa F�1 �e, por sua vez,

F�1fF (u; v)g = f(x; y) =

Z 1
�1

Z 1
�1

F (u; v)e2�j(xu+yv)dudv : (2.4)

Eq.( 2.4) nos permite interpretar f(x; y) como a sobreposi�c~ao de oscila�c~oes
senoidais de todas as poss��veis frequências com a amplitude jF (u; v)j para
o par de frequências (u; v). Portanto, ela �e tamb�em conhecida como re-

presenta�c~ao espectral de f(x; y) e a integral de jF (u; v)j2 da frequência
a at�e a frequência b nos d�a a potência espectral para este intervalo. A
amplitude jF (u; v)j �e tamb�em conhecida como espectro de Fourier.

Observa�c~ao 2.4 Algums transformadas as serem utilizadas nesta discipli-

na:
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� Transformada de Fourie de uma fun�c~ao de pulso unit�ario (f(x) = 1
para o intervalo �b < x < b, tamb�em conhecida como fun�c~ao sinc, �eq

2
�
sen bu

u
.

� Transformada de Fourie de (f(x) = sen bx
x

, b > 0 �e uma fun�c~ao de

pulso
q

�
2 para o intervalo �b < x < b.

Algumas propriedades da transformada de Fourier:

Linearidade : Ff(af + bg)g = aFffg+ bFfgg.
Deslocamento : Fff(x� a; y � b)g = Fffge�2�i(au+bv) .
Dualidade na convolu�c~ao : Fff �g)g = FffgFfgg ou Fffg)g = Fffg�

Ffgg.

Observa�c~ao 2.5 Na terminologia da Teoria de Controle de Processos, a

transformada H(u; v) em G(u; v) = H(u; v)F (u; v) �e denominada fun�c~ao

de transferência do processo. A fun�c~ao correspondente h(x; y) caracteriza
um sistema cuja fun�c~ao �e produzir uma imagem de sa��da g(x; y) a partir

de uma imagem de entrada f(x; y). Isso decorre do fato de que para uma

fun�c~ao impulso unit�ario f(x; y), a resposta do sistema �e G(u; v) = H(u; v)
cuja inversa �e h(x; y).

Exerc��cio 2.17 Determine a transformada de Fourier de f(x).

1. f(x) =

(
k, para x 2 (0; a)
0, casocontr�ario

2. f(x) = e�ax
2

, para a > 0

Esboce o espectro de frequência de jF (u)j = jFff(x)gj no dom��nio de u.

2.7 Processamento de Amostras

Uma imagem discreta M � N pode ser tratada como uma sequência de
MN velores X de luminância/brilhância de uma popula�c~ao constitu��da por
uma imagem cont��nua. Esta interpreta�c~ao �e �util para aplicarmos m�etodos
estat��sticos no processamento e na an�alise das imagens.

A quantidade total de elementos de uma amostra �e chamada tamanho

da amostra e os atributos associados aos elementos, valores da amostra.
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Dados os valores de amostra X = fx1; x2; � � � ; xkg, a frequência absoluta

f(x) da ocorrência de um valor x da amostra �e o n�umero de ocorrência
deste valor na amostra e a frequência relativa f(x), a rela�c~ao entre a sua
frequência absoluta e o tamanho da amostra.

A frequência relativa f(xi) satisfaz a rela�c~ao

0 � f(xi) � 1:

Se de�nirmos f(x) = 0 para todos x que n~ao aparecem na amostra, dizemos
que f(x) �e uma fun�c~ao frequência e ela determina a distribui�c~ao de

frequências da amostra.
A soma de todas as frequências relativas numa amostra �e igual a 1, isto

�e,
kX

i=1

f(xi) = 1:

A soma das frequências relativas de todos os valores que s~ao menores ou
igual a x �e conhecida como fun�c~ao de frequência cumulativa da amostra
ou fun�c~ao distribui�c~ao da amostra:

F (x) =
X
t�x

f(t):

Existem diferentes formas gr�a�cas para representar a distribui�c~ao de
frequências de uma amostra. A mais conhecida em processamento de ima-
gens �e o histograma, no qual as frequências relativas dos valores da amostra
s~ao representadas por retângulos cont��guos e verticais, com as bases coline-
ares e proporcionais aos intervalos dos valores.

Exerc��cio 2.18 Represente a distribui�c~ao de frequências das seguintes amos-

tras em histograma.

1. Resistência de uma amostra dos resistores de um lote (em 
): f99; 100;
102; 101; 98; 103; 100; 102; 99; 101; 100; 100; 99; 101; 100; 102; 99; 101; 98; 100g.

2. Tempo de propaga�c~ao de uma amostra das portas l�ogicas de um lote

(em ns): f20; 25; 30; 31; 20; 32; 31; 32; 20; 25; 35; 30; 30; 25; 20; 21; 22; 25;
21; 21; 22; 32; 30; 31; 21; 23g.

A esperan�ca de X sobre a amostra �e a m�edia ponderada dos valores
poss��veis de X, onde os pesos s~ao determinados pela distribui�c~ao de X, isto
�e,

EY =
nX

j=1

xjf(xj):
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EY �e conhecido tamb�em como a m�edia da amostra.
A escala de uma amostra �e a diferen�ca entre o maior e o menor valor

da amostra.
O percentil p-�esimo de uma amostra �e o n�umero Qp em rela�c~ao ao qual

p% dos valores da amostra s~ao menores ou igual. Se existe um intervalo de
valores que satisfaz a condi�c~ao, toma-se o ponto m�edio do intervalo como
Qp. Em particular, Q50 �e chamado a mediana e denotado por ~x.

A moda de uma amostra �e o valor da amostra que tem o maior n�umero
de ocorrências.

Seja b um valor real. O valor E(X � b)k, se existe, �e chamado k-�esimo

momento de X em torno de b. O k-�esimo momento em torno de zero,
EXk, �e denominado simplesmente de k-�esimo momento de X ou momento

de ordem k de X. O k-�esimo momento em torno da m�edia, E(X �EX)k,
se chama k-�esimo momento central de X. O primeiro momento central,
k = 1, �e nulo e o segundo momento central �e dado por

s2 =
nX

j=1

(xj � x)2f(xj);

tamb�em conhecido como variância e e a raiz positiva s =
p
s2 �e chamada

de desvio padr~ao da amostra.

Exerc��cio 2.19 Determine a m�edia, mediana, o segundo e o terceiro mo-

mento central das amostras do Exerc��cio 2.18.

2.8 M�etodos Num�ericos

Para manipular imagens digitais trabalhamos com um grande volume de
valores (da amostra) process�aveis por m�etodos aproximados. �E comum a
�area de M�etodos Num�ericos ou Computa�c~ao Cient���ca prover mais de uma
t�ecnica para solucionar um problema espec���co. A escolha por uma mais
apropriada de menor complexidade temporal e com menores erros de pro-
paga�c~ao oriundos de arredondamento ou de instabilidade �e de fundamental
importância para o desempenho de um algorimo de informa�c~oes gr�a�cas.

Nesta se�c~ao revisamos alguns m�etodos num�ericos que podem ser �uteis na
implementa�c~ao dos algoritmos a serem apresentados nesta disciplina. Vale
ressaltar aqui que os m�etodos dados n~ao s~ao sempre os mais apropriados
para solu�c~ao dos problemas que aprensentaremos. A discuss~ao detalhada
foge do escopo desta disciplina.
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2.8.1 M�etodo de Elimina�c~ao de Gauss

�E um m�etodo \exato", no sentido de que o m�etodo conduz a uma solu�c~ao
exata, ap�os um n�umero �nito de passos, a menos dos erros computacionais
inerentes �a natureza de representa�c~ao adotada pelos computadores digitais.

O m�etodo permite solucionar problemas redut��veis em formas matrici-
ais. Ele consiste essencialmente em converter uma matriz (bem condicio-
nada) dada em matriz identidade, executando uma sequência de opera�c~oes
elementares (multiplica�c~ao e soma) sobre as linhas da matriz. �E utilizada
para invers~ao das matrizes e na solu�c~ao de equa�c~oes n~ao-homogêneas.

Observa�c~ao 2.6 Uma matriz bem condicionada �e uam matriz quadrada

cujas linhas ( e colunas) s~ao linearmente independentes.

No caso da invers~ao de matriz, a mesma sequência de opera�c~oes elemen-
tares, que transforma a matriz A dada numa identidade, �e aplicada sobre
uma matriz identidade para obter A�1.

Exerc��cio 2.20 Utilize o m�etodo de elimina�c~ao de Gauss para determina a

matriz inversa de

A =

2
64 3 �1 1
�15 6 �5
5 �2 2

3
75

Para solu�c~ao de um sistema de equa�c~oes lineares o princ��pio de compu-
ta�c~ao �e o mesmo, lembrando que

AX = B $ X = A�1B:

Em outras palavras, o vetor-solu�c~ao X �e o produto da inversa A�1 da matriz
A pelo vetor-coluna B.

Exerc��cio 2.21 Aplique o m�etodo de elimina�c~ao para solucionaro seguinte

sistema de equa�c~oes lineares

�x+ 3y � 2z = 7

3x+ 3z = �3
2x+ y + 2z = �1
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2.8.2 M�etodo de Newton-Rapson

Em sistema de informa�c~oes gr�a�cas �e comum trabalhar com polinômios de
ordem muito elevada, cujas ra��zes n~ao se consegue obter algebricamente.
V�arios m�etodos num�ericos foram propostos para tal �nalidade. Um m�etodo
comum �e o m�etodo de Newton-Rapson, que se aplica �as equa�c~oes polinomiais
e transcendentais.

O m�etodo de Newton-Rapson inicia com uma ra��z aproximada xi (o
chute inicial) da equa�c~ao f(x) = 0 e faz uso da expans~ao em s�erie de
Taylor para formular um algoritmo recursivo

f(x) � f(xi) + f 0(xi)(x� xi) +Erro: (2.5)

Desprezando o termo Erro, estaremos considerando apenas os termos
que v~ao at�e a primeira derivada e a aproxima�c~ao corresponde a uma tangente
ao gr�a�co da fun�c~ao f(x) no ponto xi.

(Ver Fig. A.7 do livro-texto de Foley.)
A f�ormula de recurs~ao pode ser derivada a partir da Eq. 2.5 e da supo-

si�c~ao de que f(x) = 0:

xi+1 = xi � f(xi)

f 0(xi)
e o crit�erio de parada da recurs~ao �e quando a sequência de xi converge.

Na pr�atica, o teste jxi+1 � xij < " �e feita em cada itera�c~ao.

Exerc��cio 2.22 Utilize o m�etodo de Newton-Rapson para melhorar o valor

x = 3; 23240 como ra��z da equa�c~ao

x5 + x4 � 7x3 � 22x2 + x+ 1 = 0

2.8.3 Diferen�cas Finitas

A derivada de uma fun�c~ao df
dx

corresponde, de fato, �a declividade da tangente

que pode ser calculada com valores aproximados, usando-se a raz~ao �f
�x

, ou
seja raz~ao da varia�c~ao de f(x) em termos da varia�c~ao de x

df

dx
� �f

�x
:

Chamamos a aproxima�c~ao �f
�x

de diferen�cas �nitas.
H�a uma nota�c~ao padr~ao para os v�arios tipos de diferen�cas. Os tipos de

diferen�cas e os s��mbolos correspondentes s~ao os seguintes



IA725 | notas de aula | FEEC | 1o SEM/2003 (Ting) 27

Tipo De�ni�c~ao S��mbolo

Diferen�ca ascendente �f = f(xi+1)� f(xi) 4
Diferen�ca descendente �f = f(xi)� f(xi�1) r
Diferen�ca centrada �f = 1

2(f(xi+1)� f(xi�1)) Æ

2.8.4 Interpola�c~ao

Manipulando com amostra, �e muito comum em algoritmos de informa�c~oes
gr�a�cas fazer interpola�c~ao dos valores da amostra para obter um valor que
n~ao faz parte da amostra. As interpola�c~oes mais comuns s~ao, de fato, as
combina�c~oes convexas entre os valores conhecidos:

linear : obter um valor x a partir de dois outros valores conhecidos xa e xb
atrav�es de uma combina�c~ao convexa, x = waxa+wbxb, com wa+wb = 1
e wa; wb > 0.

bilinear : obter um valor x a partir de três valores conhecidos xa, xb e xc,
x = wcxc + (waxa + wbxb), com wa +wb + wc = 1 e wa; wb; wc > 0.

trilinear : obter um valor x a partir de quatro valores conhecidos xa, xb,
xc e xd, x = wdxd+(wcxc+(waxa+wbxb)), com wa+wb+wc+wd = 1
e wa; wb; wc; wd > 0.

Exerc��cio 2.23 Dada a sequência de quatro pontos: [0:5 4:0]t, [2:5 0:5]t,
[4:0 4:5]t e [2:0 6:0]t. Determine a interpola�c~ao trilinear dos \quatro pontos",

considerando que todos tenham o mesmo peso.

2.8.5 T�ecnica de M��nimos Quadrados

O m�etodo dos m��nimos quadrados �e usualmente utilizado para fazer estima-
tiva de um conjunto dos \coe�cientes" de uma fun�c~ao polinomial

f(x) = k0 + k1x+ k2x
2 + � � �+ kjx

j + � � �+ kmx
m

que \melhor se ajusta" a um conjunto de pontos conhecidos yi, tendo como
crit�erio de avalia�c~ao a soma dos quadrados dos res��duos (f(xi)� yi)

2, isto �e

H =
mX
i=0

[f(xi)�yi]
2 =

mX
i=0

[(k0+k1xi+k2x
2
i + � � �+kjx

j
i + � � �+kmx

m
i )�yi]

2:

Para isolar os ki e reduzir a equa�c~ao acima num sistema de equa�c~oes
lineares, determina-se as m derivadas parciais @H

@ki
, i = 1; � � � ;m e iguala-as
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a zero

@H

@k1
=

mX
i=0

2[(k0 + k1xi + k2x
2
i + � � �+ kjx

j
i + � � � + kmx

m
i )� yi] = 0

@H

@kj
=

mX
i=0

2xji [(k0 + k1xi + k2x
2
i + � � � + kjx

j
i + � � �+ kmx

m
i )� yi] = 0:

@H

@km
=

mX
i=0

2xmi [(k0 + k1xi + k2x
2
i + � � � + kjx

j
i + � � �+ kmx

m
i )� yi] = 0

Com isso, pode-se utilizar a t�ecnica de elimina�c~ao para obter os valores
ki da fun�c~ao, se o sistema (matriz) estiver bem condicionado.

Exerc��cio 2.24 Utilize o m�etodo de m��nimos quadrados para obter uma

fun�c~ao c;ubica que aproxime os seguintes pontos:
� 0.2 0.6 1.0 1.4 1.8 2.2 2.6 3.0

f(�) 0.1987 0.5646 0.8415 0.9854 0.9738 0.8085 0.5154 0.1411

Uma outra alternativa seria estimar um \chute inicial" para os ki e me-
lhor�a-los com o m�etodo de Newton-Rapson.


