
Cap��tulo 13

Processamento de Imagens

Entendemos pelo processamento de imagens o conjunto de t�ecnicas e algo-
ritmos que tem como entrada uma imagem (original) e a sa��da uma outra
imagem (modi�cada). Tais m�etodos desempenham um papel importante em
sistemas de informa�c~oes gr�a�cas sob v�arios aspectos:

� por proverem recursos para facilitar a percep�c~ao e a interpreta�c~ao hu-
mana, como segmentac~ao;

� por viabilizarem a automatiza�c~ao da percep�c~ao, como realce de con-
traste e restaura�c~ao de imagens degradadas; e

� por possibilitarem efeitos visuais especiais, como warping e morphing .

Observa�c~ao 13.1 Entende-se por realce de uma imagem a redistribui�c~ao
das luminâncias/brilhâncias de forma a acentuar contrastes do objeto de
interesse da aplica�c~ao. A restaura�c~ao, por sua vez, tem o prop�osito dire-
cionado para reconstruir ou recuperar uma imagem \degradada", usando-se
algum conhecimento a priori do processo de degrada�c~ao.

Entende-se por segmenta�c~ao o processo de subdivis~ao de uma imagem
em suas partes ou objetos constituintes. O n��vel at�e o qual essa subdivis~ao
deve ser realizada depende do interesse da aplica�c~ao.

Podemos interpretar o processamento de uma imagem cont��nua como
uma transforma�c~ao T da brilhância f(xi; yi) 2 <2 de cada ponto [xi yi]

t

para uma nova brilhância g(xf ; yf ) atrav�es da express~ao

g(xf ; yf ) = T [f(xi; yi)];

onde [xi yi]
t e [xf yf ]

t n~ao precisam ser necessariamente iguais.
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Uma outra forma �util �e descrever imagens com uso de integrais de Fou-
rier e considerar processamentos de imagens como convolu�c~oes entre duas
fun�c~oes { uma corresponde �a imagem f(x; y) e outra ao operador de trans-
forma�c~ao h(x; y), isto �e

g(x; y) = h(x; y) � f(x; y):

Do teorema da convolu�c~ao sabemos que no dom��nio de frequência, a opera�c~ao
se reduz a uma multiplica�c~ao

G(u; v) = H(u; v)F (u; v);

onde G, H e F s~ao as transformadas de Fourier de g, h e f , respectivamente.
Vimos no Cap��tulo 8 que uma imagem cont��nua pode ser discretizada

num reticulado f(i�x; k�y) de N �M pixels x = i�x e y = k�y para
i 2 f0; � � � ; N � 1g e k 2 f0; � � � ;M � 1g. Na se�cao 13.1 apresentaremos as
transformadas discretas de Fourier que permitem representar processa-
mentos de uma imagem discreta como convolu�c~oes de duas fun�c~oes discretas
no dom��nio espacial

g(x; y) =
N�1X
i=0

M�1X
k=0

h(x� i�x; y � k�y)f(i�x; k�y):

Por simplicidade e/ou por desemepenho, a fun�c~ao de convolu�c~ao h(x �
i�x; y � k�y) �e aproximada (usualmente, minimizando o erro quadr�atico)
por uma fun�c~ao que cobre um n�umero �nito de pixels. �E comum, neste
caso, chamar h dem�ascara de convolu�c~ao espacial, ou simplesmente �ltro.
Vamos introduzir na se�c~ao 13.4 alguns �ltros mais conhecidos.

Finalmente, mostraremos que transform�c~oes geom�etricas apresentadas
no Cap��tulo 4 podem ser aplicadas no processamento de imagens tanto para
eliminar distor�c~oes geom�etricas que podem ocorrer durante a sua captura
como tamb�em para criar efeitos especiais.

Embora as t�ecnicas discutidas neste Cap��tulo sejam aplic�aveis para as
imagens discretas em geral, consideraremos somente os casos para os quais
as brilhâncias/luminâncias sejam quantizadas.
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13.1 Transformada Discreta de Fourier

A vers~ao discreta de transformadas de Fourier para uma imagem discretizada
num reticulado de N �M pixels2
6664

f(0; 0) � � � f(0; i�y) � � � f(0; (N � 1)�y)
f(�x; 0) � � � f(�x; i�y) � � � f(�x; (N � 1)�y)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f((M � 1)�x; 0) � � � f((M � 1)�x; i�y) � � � f((M � 1)�x; (N � 1)�y)

3
7775

�e dada por

F (u�u; v�v) =
1

NM

N�1X
i=0

M�1X
k=0

f(i�x; k�y)e�j2�(
iu
N
+ kv
M
)

e por

F�1[F (u�u; v�v)] = f(i�x; k�y) =
N�1X
u=0

M�1X
v=0

F (u�u; v�v)ej2�(
iu
N
+ kv
M
);

onde �u = 1
N�x

e �v = 1
M�y

.

Exerc��cio 13.1 Obtenha as transformadas de Fourier discretas de df(x)
dx

,

(@f(x;y)
@x

+ @f(x;y)
@y

) e (@
2f(x;y)
@x2

+ @2f(x;y)
@y2

).

O espectro de Fourier, fase e espectro de potência podem ser obtidos
utilizando as mesmas express~oes das transformadas \cont��nuas". A �unica
diferen�ca �e que as vari�aveis independentes s~ao discretas.

Por conveniência, omitiremos a partir deste ponto os fatores �x, �y,
�u e �v quando n~ao houver problemas de ambig�uidade na interpreta�c~ao.

Algumas propriedades das transformadas discretas s~ao importantes no
desenvolvimento dos algoritmos de processamento de imagens:

Separabilidade :

f(i; k) =
N�1X
u=0

M�1X
v=0

F (u; v)ej2�(
iu
N
+ kv
M
)

=
N�1X
u=0

ej2�(
iu
N
)[
M�1X
v=0

F (u; v)ej2�(
kv
M
)]
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F (u; v) =
1

NM

N�1X
i=0

M�1X
k=0

f(i�x; k�y)e�j2�(
iu
N
+ kv
M
)

=
1

NM

N�1X
i=0

e�j2�(
iu
N
)
M�1X
k=0

f(i�x; k�y)e�j2�(
kv
M
)

Periodicidade : F (u; v) = F (u+N; v) = F (u; v+M) = F (u+N; v+M),
ou seja, a transformada discreta de Fourier e sua inversa s~ao peri�odicas.

Transla�c~ao :

F [f(i; k)ej2�(
iu0
N

+
kv0
M

) , F (u� u0; v � v0)

f(i� i0; k � k0) , F�1[F (u; v)e�j2�(
i0u

N
+
k0v

M
)]

Rota�c~ao : a rota�c~ao de f(i; k) de um ângulo �0 implicar�a em uma rota�c~ao
de F (u; v) deste mesmo ângulo.

Distributividade : F [f1(i; k) + f2(i; k)] = F [f1(i; k)] +F [f2(i; k)].

Mudan�ca de Escala : a multiplica�c~ao de f(i; k) por um fator � implicar�a
em uma multiplica�c~ao de F (u; v) por este mesmo fator.

Laplaciano :F [r2f(i; k)] = �(2�)2(u2 + v2)F (u; v).

Convolu�c~ao : f(i; k) � g(i; k) = 1
NM

PN�1
n=0

PM�1
m=0 f(n;m)g(i� n; k �m).

13.2 Opera�c~oes B�asicas

Processamento de uma imagem discreta consiste essencialmente em uma
sequência de opera�c~oes l�ogico-aritm�eticas, pixel por pixel , e/ou transfor-
ma�c~oes geom�etricas. A grosso modo, podemos dizer que as primeiras ope-
ra�c~oes alteram o valor da fun�c~ao associada aos pixels e a segunda classe de
opera�c~oes afetam a rela�c~ao espacial entre os pixels. A partir destas ope-
ra�c~oes pode-se implementar as opera�c~oes orientadas �a vizinha�ca como as
por m�ascara, nas quais o valor de um pixel �e modi�cado em fun�c~ao da sua
pr�opria luminância/brilhância e a de seus vizinhos, ou ent~ao implementar
as t�ecnicas de compara�c~ao de imagens adquiridas em diferentes instantes no
espa�co de tempo.
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13.2.1 Opera�c~oes L�ogico-Aritm�eticas

As quatro principais opera�c~oes aritm�eticas entre dois pixels multivariados p
e q s~ao:

Adi�c~ao : p + q (os valores das fun�c~oes correspondentes a dois pixels s~ao
adicionados na forma convencional de soma);

Subtra�c~ao : p�q (os valores das fun�c~oes correspondentes a dois pixels s~ao
subtra��dos);

Multiplica�c~ao : pq (os valores das fun�c~oes correspondentes a dois pixels
s~ao multiplicados); e

Divis~ao : p=q (os valores das fun�c~oes correspondentes a dois pixels s~ao
divididos).

Estas opera�c~oes s~ao b�asicas na altera�c~ao dos valores da amostra de uma
imagem cont��nua.

Observa�c~ao 13.2 Lembramos aqui que a implementa�c~ao das matrizes de
dither e do algoritmo de Floyd-Steinberg faz uso das opera�c~oes de multipli-
ca�c~ao, adi�c~ao e subtra�c~ao entre os valores de uma imagem e os valores da
m�ascara (que pode ser considerada uma segunda imagem).

Observa�c~ao 13.3 A m�edia (adi�c~ao) das imagens ruidosas pode gerar uma
imagem com uma de�ni�c~ao melhor.

(Ver Fig. 4.18 do livro-texto de Gonzalez.)

As principais opera�c~oes l�ogicas entre duas amostras bin�arias p e q s~ao:

E : p ^ q (equivalente �a opera�c~ao booleana E);

OU : p _ q (equivalente �a opera�c~ao booleana OU); e

Complemento : :p (equivalente �a opera�c~ao booleana NOT).

Estas opera�c~oes s~ao muito utilizadas na composi�c~ao ou combina�c~ao das ima-
gens para obter efeitos especiais.

(Ver Fig. 2.14 do livro-texto de Gonzalez.)

Exerc��cio 13.2 Dadas as duas imagens bin�arias
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Determine a imagem resultante da opera�c~ao l�ogica E e OU.

13.2.2 Transforma�c~oes Geom�etricas

Transforma�c~oes geom�etricas s~ao opera�c~oes que alteram a posi�c~ao dos pontos
como vimos no Cap��tulo 4. Em se tratando de imagens discretas, podemos
considerar como pontos os pixels cujas coordenadas s�o assumem valores
inteiros. Isso pode frequentemente requerer ap�os uma transforma�c~ao ge-
om�etrica interpola�c~ao das luminâncias/brilhâncias dos pixels para \fechar"
os buracos e/ou �ltragem para determinar a luminância/brilhância do pixel
sobre o qual s~ao sobrepostos v�arios pixels da imagem original.

As transforma�c~oes geom�etricas muito utilizadas em processmanto de
imagens s~ao: rota�c~ao, mudan�ca de escala, deslocamento relativo linear e
transla�c~ao. As de�ni�c~oes s~ao equivalentes �as dadas no Cap��tulo 4.

Exerc��cio 13.3 Quais seriam as imagens resultantes se aplicarmos na ima-
gem do Exemplo 13.2 as seguintes transforma�c~oes geom�etricas:

1. rota�c~ao de 450 em torno do centro do quadrado,

2. deslocamento [1:5 1:5]t e

3. aplica�c~ao de um fator de escala [0:5 0:5]t.

13.3 Processamentos Pontuais

Processamentos pontuais, ou pixel a pixel , s~ao caracterizados por transfor-
mar a luminância/brilhância de cada pixel considerando somente os valo-
res de luminância correntes. As t�ecnicas existentes podem ser utilizadas
tanto para realce de imagens como para restaura�c~ao de imagens degra-
dadas. Introduzimos nesta se�c~ao duas classes de t�ecnicas: ajustes na lu-
minância/brilhância em fun�c~ao da posi�c~ao dos pixels e transforma�c~oes em
n��veis de cinza.

Os ajustes na luminância/brilhância levam em conta as posi�c~oes dos pi-
xels e s~ao muito utilizados para corrigir distor�c~oes �opticas que podem ocorrer
durante a aquisi�c~ao de imagens. Assim, para obter a imagem correta g(i; k) a



IA725 | notas de aula | FEEC | 1o SEM/2003 (Ting) 147

partir da imagem adquirida f(i; k), podemos dividir a luminância/brilhância
de cada pixel [i k]t por um fator de corre�c~ao e(i; k) e(i; k), isto �e

g(i; k) =
f(i; k)

e(i; k)
:

O fator de corre�c~ao pode ser obtido a partir da compara�c~ao entre uma
imagem de referência com a luminância/brilhância conhecida e o resultado
da sua aquisi�c~ao pelo dispositivo.

As transforma�c~oes em n��veis de cinza modi�cam os n��veis de cinza r
de um pixel independentemente da sua posi�c~ao, mas sim em fun�c~ao das
(luminâncias) limiares pr�e-de�nidas ou da distribui�c~ao de frequências (de
ocorrência) de n��veis de cinza.

A id�eia por tr�as das transforma�c~oes por limiares consiste na mudan�ca
da escala dos n��veis de cinza (luminâncias) para uma faixa de luminâncias
de�nida por um limiar inferior r1 e um limiar superior r2. Algumas poss��veis
transforma�c~oes T (r) de L n��veis de cinza,

� transforma�c~ao linear: T (r) = B �Ar;8r, onde B e A s~ao constantes.

(Ver Fig. 4.4 do livro-texto de Gonzalez.)

� fun�c~ao de limiariza�c~ao: T (r) = 0; 0 � r < r1 = r2 e T (r) = L�1; r1 �
r � (L� 1), como vimos no Cap��tulo 9.

(Ver Fig. 4.5 do livro-texto de Gonzalez.)

� fatiamento dos n��veis de cinza: T (r) = s1; r1 � r � r2 e para os outros
valores T (r) �e uma fun�c~ao qualquer.

(Ver Fig. 4.7 do livro-texto de Gonzalez.)

� Compress~ao da escala: T (r) = clog(1 + jrj);8r.

(Ver Fig. 4.6 do livro-texto de Gonzalez.)

Exerc��cio 13.4 Dada uma imagem 17 � 11 em 255 n��veis de cinza:
171 162 180 178 162 171 178 165 171 163 162 160 175

117 70 97 106 76 93 120 110 108 111 105 118 105

137 138 101 124 129 120 113 118 129 132 134 136 141

131 127 112 134 118 107 134 157 122 123 130 135 117

126 122 147 134 145 124 163 118 142 141 133 126 101

122 129 126 122 125 143 116 129 132 139 137 131 107

122 112 107 136 171 175 156 174 165 176 207 138 189

154 181 179 187 166 159 173 171 154 223 220 167 191

244 221 170 187 154 149 157 20 114 122 108 140 127

149 114 110 135 134 150 130 167 113 162 120 145 115

131 120 209 175 173 145 70 50 142 156 108 130 134
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1. Obtenha o negativo da imagem, utilizando a transforma�c~ao T (r) =
255� r.

2. Derive uma fun�c~ao que alarga a faixa de contraste da imagem para 0
{ 255. Mostre os valores da imagem transformada.

3. Derive uma fun�c~ao que destaque a parte da imagem que tiver o n��vel de
cinza na faixa 100 { 150. Mostre os valores da imagem transformada.

Transforma�c~oes por distribui�c~ao de frequências trabalha em cima do his-
tograma de n��veis de cinza que revela a escala e a distribui�c~ao dos n��veis de
cinza. Um m�etodo bastante �util para realce de contraste de imagens �e o
m�etodo de equaliza�c~ao do histograma que consiste em transformar um
histograma noutro com uma distribui�c~ao mais uniforme dos n��veis de cinza.

Exerc��cio 13.5 Determine o histograma da imagem do Exerc��cio 13.4.

Existem v�arias formas para equalizar um histograma. Uma forma �e com
uso da medida estat��stica { a mediana. Como j�a vimos na se�c~ao 9.1, o pro-
cesso consiste em se fazer subdivis~oes sucessivas do intervalo de intensidades
da imagem original utilizando a mediana do conjunto de n��veis de cinza em
cada itera�c~ao i de subdivis~ao e associ�a-lo a um ponto 1

2i
da escala de L

n��veis de cinza. Uma outra forma an�aloga �e utilizar a seguinte express~ao
para determinar o novo n��vel de cinza sk correspondente ao k-�esimo n��vel de
cinza da imagem original

sk =
kX
i=0

ni
n
;

onde ni �e o n�umero de ocorrência de i-�esimo n��vel de cinza numa imagem
de n pixels.

(Ver Figs. 4.13{4.15 do livro-texto de Gonzalez.)

Exerc��cio 13.6 Equalize o histograma da imagem do Exerc��cio 13.4. Mos-
tre os valores da luminância da imagem equalizada.

Finalmente, vale comentar que subtra�c~oes pixel a pixel entre duas ima-
gens tem numerosas aplica�c~oes em segmenta�c~ao e realce. O princ��pio do
procedimento �e subtrair duas imagens de mesma tomada, uma com os de-
talhes de interesse real�cados, com uso de materiais adequados, e outra n~ao.
Assim, ap�os a subtra�c~ao, as �areas de interesse recebem valores altos e apa-
recem como regi~oes claras e as outras �areas como regi~oes escuras.

(Ver Fig. 4.17 do livro-texto de Gonzalez)
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13.4 Filtragem

No dom��nio de frequência podemos reduzir o problema de processamento de
uma imagem F (u; v) num produto entre a imagem e uma fun�c~ao de trans-
ferênciaH(u:v) para produzir uma terceira fun�c~aoG(u; v) cuja transformada
inversa nos d�a a nova imagem

g(x; y) = F�1[H(u; v)F (u; v)]: (13.1)

A fun�c~aoH(u; v) pode atuar como um �ltro de frequências da fun�c~ao F (u; v)
que em termos de luminâncais da imagem corresponde ao aumento e/ou �a re-
du�c~ao nas varia�c~oes das luminâncias de F�1[F (u; v)]. Em decorrência disso,
teremos uma nova imagem mais suavizada ou com detalhes mais real�cados.

(Ver Fig. 4.19 do livro-texto de Gonzalez)
Um dos problemas que se tenta resolver na �area de Processamento de

Imagens �e determinar o �ltro H(u; v) mais apropriado poss��vel para uma
dada aplica�c~ao. Obtido o �ltro, pode-se sempre implement�a-lo de forma
aproximada no dom��nio espacial atrav�es de uma m�ascara de convolu�c~ao
h(x; y) de custo computacional menor. Para que se garanta que a �ltragem
n~ao altere a luminância m�edia da imagem, �e imposta ainda que os valores
de uma m�ascara n�m sejam tais que

1

NM

nX
i=1

mX
k=1

hik = 1

Vale ainda observar que no uso de uma m�ascara de convolu�c~ao para
�ltragem, devemos tomar devidos cuidados para processar os pixels da borda
da imagem onde a m�ascara n~ao consegue cobrir todos os elementos. H�a
v�arias propostas para estender o dom��nio espacial da imagem de forma a
obter resultados adequados para uma dada aplica�c~ao. Quando a ordem da
matriz que de�ne a m�ascara �e muito menor que o tamanho da imagem,
podemos tomar a decis~ao de n~ao estender a imagem e considerar somente
como zero os valores dos pixels \faltantes" no cômputo da convolu�c~ao.

Observa�c~ao 13.4 Detalhes da deriva�c~ao de uma m�ascara espacial a partir
de um �ltro H(u; v) no dom��nio de frequência podem ser encontrados na
se�c~ao 4.5 do livro-texto de Gonzalez.

Nesta se�c~ao apresentamos alguns �ltros mais conhecidos, alguns de�nidos
no dom��nio de frequência e outros no dom��nio espacial.
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13.4.1 Filtro Box ou Filtros por M�edia

�E um �ltro de suaviza�c~ao que atenua as altas frequências da imagem fora
do dom��nio D. O operador de transforma�c~ao �e dado por

h(x; y) =

(
( 1
2a ) � (

1
2a ); se� a � x; y � a

0; caso contr�ario
:

Observa�c~ao 13.5 O operador bin�ario � indica que H(u; v) pode ser obtida
em dois passos por aplica�c~oes sucessivas da transformada de Fourier unidi-
mensional. Isso �e garantido pela propriedade de separabilidade das transfor-
madas de Fourier.

Observa�c~ao 13.6 F [ 12a ] = sincu = senu
u

.

Uma discretiza�c~ao desse �ltro numa m�ascara espacial 3 � 3, ou �ltro

espacial, �e dada por:

1
9

1 1 1

1 1 1

1 1 1
(Ver Fig. 4.21 do livro-texto de Gonzalez)

O fator 1
9 �e um fator de normaliza�c~ao para garantir que a luminância

total da imagem n~ao seja alterada.
Um dos principais problemas deste �ltro de suaviza�c~ao �e que ele \borra"

bordas e pequenos detalhes.
(Ver Fig. 4.22 do livro-texto de Gonzalez)

Exerc��cio 13.7 Seja um �ltro espacial de ordem 3

1
4

0 1 0

1 0 1

0 1 0

Encontre um �ltro H(u; v) equivalente no dom��nio de frequência para
avaliar se �e um �ltro passa-baixas ou passa-altas.

13.4.2 Filtros por Mediana

Estes �ltros tem como objetivo \borrar" menos as bordas e os detalhes. O
n��vel de cinza de cada pixel �e substitu��do pela mediana dos n��veis de cinza
na vizinhan�ca. O tamanho da vizinhan�ca �ca a crit�erio de cada aplica�c~ao.

A principal desvantagem de um �ltro por mediana �e poder \corromper"
linhas �nas e cantos pontiagudos. Um m�etodo para evitar isso �e escolher
m�ascaras de geometria mais apropriada.

(Ver Fig. 4.23 do livro-texto de Gonzalez)
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13.4.3 Filtro de Bartlett

�E um �ltro de suaviza�c~ao que atenua mais as altas frequências em rela�c~ao
ao �ltro box . A fun�c~ao no dom��nio espacial �e dada por

h(x; y) =

(
(1� jxj) � (1� jyj); sex � 1 e y � 1
0; caso contr�ario

:

Observa�c~ao 13.7 F [1� jxj] = sinc2u = sen2u
u2

.

Uma discretiza�c~ao deste �ltro pode ser obtida em duas etapas:

1. m�ascara unidimensional, tomando três pontos f�1
2 ; 0;

1
2g, cinco pontos

f�2
3 ;�

1
3 ; 0;

1
3 ;

2
3 ; g ou sete pontos f�3

4 ;�
2
4 ;�

1
4 ; 0;

1
4 ;

2
4 ;

3
4g do intervalo

de suporte. Substintuindo-os na fun�c~ao h(x) e normalizando-os, tere-
mos as seguintes m�ascaras, respectivamente,

1
4 1 2 1

1
9 1 2 3 2 1

1
16 1 2 3 4 3 2 1

2. Pela propriedade de separabilidade, podemos obter uma m�ascara bi-
dimensional, multiplicando as m�ascaras unidimensionais antes de nor-
malizar os valores da m�ascara. Por exemplo, para um �ltro de Bartlett
de ordem 5 teremos

1
81

1 2 3 2 1

2 4 6 4 2

3 6 9 6 3

2 4 6 4 2

1 2 3 2 1

(Ver Fig. 14.23(c) do livro-texto de Foley)

13.4.4 Filtro de Butterworth

Diferentemente dos �ltros anteriores, estes �ltros atuam no dom��nio de
frequência. H�a duas vers~aoes, passa-altas e passa-baixas, cujas fun�c~oes de
transferência de ordem n com posi�c~ao de frequência de corte a uma distância
D0 s~ao, respectivamente,

H(u; v) =
1

1 + (D(u; v)=D0)2n

(Ver Figs. 4.34 e 4.35 do livro-texto de Gonzalez)
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Observa�c~ao 13.8 Os �ltros passa-baixas suavizam as imagens por eliminar
as altas frequências na varia�c~ao das luminâncias/brilhâncias. Eles podem,
por exemplo, atenuar efeitos de contornos falsos nas imagens quantizadas.

(Ver Fig. 4.36 do livro-texto de Gonzalez)

H(u; v) =
1

1 + (D0=D(u; v))2n

(Ver Figs. 4.37{4.39 do livro-texto de Gonzalez)

13.4.5 Filtro Gaussiano

A fun�c~ao de transforma�c~ao �e dada por uma fun�c~ao gaussiana na forma

h(x; y) =
1

2�2�
e
�(x2+y2)

2�2 :

(Ver Fig. 14.25(c) do livro-texto de Foley)
Pode-se mostrar que ela �e equivalente �a convolua�c~ao dos �ltros box . Por-

tanto, convoluindo sucessivamente os �ltros box podemos obter uma apro-
xima�c~ao para o �ltro gaussiano. No caso de ordem 5, temos o seguinte �ltro
espacial

1
256

1 4 6 4 1

4 16 24 16 4

6 24 36 24 6

4 16 24 16 4

1 4 6 4 1
(Ver Fig. 14.33(d) do livro-texto de Foley)

13.4.6 Filtros por Derivadas de Primeira Ordem

Os �ltros por derivadas tem efeito contr�arios aos �ltros de suaviza�c~ao ou
passa-baixas, nos quais procura-se \integrar" as luminâncias dos pixels vi-
zinhos. �E esperado que os �ltos por derivadas revelam varia�c~oes acentuadas
nos n��veis de cinza como ocorrem nas bordas ou regi~oes de descontinuidade
de uma imagem. Portanto, s~ao muito utilizados no pr�e-processamento de
uma imagem a ser segmentada para \agu�car" as bordas.

O princ��pio b�asico dos �ltros por derivadas �e gerar uma imagem que se
aproxima do gradiente da fun�c~ao-imagem f(x; y).
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A dire�c~ao de maior varia�c~ao de uma fun�c~ao f(x; y) �e dada pelo gradiente
da fun�c~ao

rf =

"
@f
@x
@f
@y

#
=

"
�fyconstante

�x
�fxconstante

�y

#
;

cujo m�odulo �e dado por

jrf j =

s
@f

@x

2

+
@f

@y

2

� jGxj+ jGyj

Observa�c~ao 13.9 Detec�c~ao de aresta �e um m�etodo importante para pr�e-
processar as imagens. Uma aresta pode ser caracterizada por duas vari�aveis:
a magnitude dada pelo m�odulo do gradiante (maior varia�c~ao de luminância)
e a dire�c~ao perpendicular �a dire�c~ao do gradiente �, ou seja

� � 90o = arg(
@f

@x
;
@f

@y
) � 90o;

onde arg(x; y) �e o ângulo em radianos do eixo x para o ponto [x y]t.

Como existem diferentes formas para discretizar as derivadas de uma
fun�c~ao (diferen�cas ascendentes, diferen�cas descendentes, diferen�cas centra-
das e diferen�cas \cruzadas"), h�a diferentes propostas de m�ascaras para apro-
ximar jrf j. A t��tulo de ilustra�c~ao, vamos mencionar três m�ascaras

� M�ascara de Roberts: por diferen�cas cruzadas (�e um dos operadores
mais antigos)

1 0

0 -1

0 1

-1 0

� M�ascara de Prewitt: por diferen�cas centradas

Gx =

-1 0 1

-1 0 1

-1 0 1

Gy=

-1 -1 -1

0 0 0

1 1 1

� M�ascara de Sobel: uma variante de Prewitt com a vantagem e fornecer
ao mesmo tempo os efeitos de suaviza�c~ao, uma vez que pode-se mostrar
que ela �e, de fato, resultado da concaten�c~ao da m�ascara de Prewitt e
de uma m�ascara de suaviza�c~ao.

Gx =

-1 0 1

-2 0 2

-1 0 1

Gy=

-1 -2 -1

0 0 0

1 2 1
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(Ver Figs. 4.28, 4.29 e 7.6 do livro-texto de Gonzalez)

Exerc��cio 13.8 Encontre uma fun�c~ao de transferência H(u; v) equivalente
�a m�ascara de Prewitt e mostre que ela �e, de fato, um �ltro passa-altas.

13.4.7 Filtro por Derivadas de Segunda Ordem

O Laplaciano de uma fun�c~ao de duas vari�aveisl f(x; y) �e dada por

r2f(x; y) =
@2f

@x2
+
@2f

@y2

Como o operador gradiente, este operador pode ser aproximado em forma
discreta de diferentes maneiras. Exempli�cando,

� uma m�ascara espacial de ordem 3:

0 1 0

1 -4 1

0 1 0

� uma m�ascara espacial de ordem 4:

0 1 1 0

1 -2 -2 1

1 -2 -2 1

0 1 1 0

Por serem aproxima�c~oes de derivadas de segunda ordem, estas m�ascaras
conseguem detectar as bordas ou regi~oes de descontinuidade. No entanto,
elas s~ao pouco utilizadas na pr�atica por serem muito sens��veis a ru��dos e
por produzirem bordas duplas. O que se faz na pr�atica �e aplicar o �ltro
Laplaciano numa imagem suavizada pelo �ltro gaussiano, denominado por
alguns autores de operador Laplaciano de Gaussiano.

(Ver Fig. 7.4 do livro-texto de Gonzalez)

Observa�c~ao 13.10 �As vezes estamos interessados somente na magnitude
de uma aresta e n~ao na sua orienta�c~ao. Neste caso, podemos utilizar o �ltro
de Laplaciano que �e invariante �as rota�c~oes na imagem.
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13.5 Warping e Morphing

O processo warping consiste em deformar ou distorcer uma imagem atrav�es
das altera�c~oes nas posi�c~oes relativas dos pixels sem afetar as vizinhan�cas,
como se fosse uma borracha.

Exemplo 13.1 As seguintes imagens distorcidas (warping images a partir
da imagem original

foram extra��das do s��tio http: // www. gamers.org/dEngine/quake/

wavy_ image/warp.html

Na primeira imagem superior esquerda foi aplicado esticamento em am-
bas dire�c~oes x e y e na superior direita, ondula�c~oes senoidais em ambas as
dire�c~oes. Nas duas imagens inferiores, ondula�c~oes senoidais s~ao aplicadas
nas dire�c~oes y e x, respectivamente.
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As modi�ca�c~oes nas posi�c~oes relativas podem ser obtidas com uso de
transforma�c~oes geom�etricas. Entretanto, pelo fato das imagens serem dis-
cretas, o reticulado dos pixels transformados n~ao se alinha necessariamente
com o reticulado original. Isso pode gerar dois problemas:

� dois pixels adjacentes se afastam demasiadamente, criando vazios no
reticulado original e

� dois ou mais pixels se aproximam demais, sobrepondo em cima de um
ponto do reticulado original.

Exemplo 13.2 Ao escalonar um quadrado constitu��do por 9 pixels na di-
re�c~ao x, podemos gerar sulcos entre os pixels cujos valores precisam ser
interpolados para que o resultado seja visualmente um retângulo.

Se multiplicarmos as coordenadas de um quadrado por um fator de escala
igual a 1

2 , teremos mais de um valor associado a um pixel. Neste caso,
precisaremos de�nir um valor mais apropriado.

No primeiro caso, precisaremos fazer uma interpola�c~ao entre os pixels
para preencher os buracos. Uma interpola�c~ao que se encontra na literatura
�e a interpola�c~ao bilinear dos pixels mais pr�oximos.

Para sobreposi�c~ao, �e comum considerar que houve uma superamostra-
gem e aplica-se um �ltro de suaviza�c~ao para obter o valor do novo pixel
(se�c~ao 8.4).
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No entanto, um outro paradigama pode ser aplicado para obter efeitos de
warping sem precisar enfrentar os problemas de buracos e sobreposi�c~ao. Este
paradigma consiste em trabalhar com a imagem cont��nua durante a etapa
de transforma�c~ao geom�etrica e depois, reamostrar a imagem deformada na
mesma resolu�c~ao da imagem original.

Reconstruçao

Warping Filtragem

Amostragem

Warping

Trabalhando com o espa�co cont��nuo, garante-se que a imagem se man-
ter�a intacta durante as dilata�c~oes e contra�c~oes. O que pode ocorrer �e que
haja um aumento nas altas frequências e aumentar o efeito de aliasing na
reamostragem. Isso, entretanto, pode ser contornado com uma �ltragem de
suaviza�c~ao antes da reamostragem.

Entendemos por morphing o processo que combina simultâneamente
warping (transforma�c~ao no dom��nio espacial) e a mudan�ca nas luminâncias
dos pixels com o objetivo de interpolar duas imagens dadas a priori.

O princ��pio b�asico dos algoritmos de morphing �e interpolar linearmente
as brilhâncias/luminâncias entre os pixels correspondentes das duas ima-
gens e, em paralelo, �e aplicado o warping para fazer alinhamento entre as
geometrias das duas imagens.

Exemplo 13.3 A seguinte sequência de imagens interpoladas (morphing
images) obtida do s��tio http: // www. blackbeltsystems.com/bx_ wi_ mee.
html ilustra o processo de interpola�c~ao das brilhâncias entre duas imagens,
uma de uma garota e a outra de sapo.


