Capitulo 3

Transformacoes (Geométricas

Entende-se como transformacgao uma aplicagao f que faz corresponder um
ponto P do dominio R™ a um ponto do contra-dominio S§":

fiPeER"—S" (3.1)

Em sistemas de informagoes graficas, as transformacoes sao muito utili-
zadas para mudar sistemas de referéncia (R™ # S™) ou mudar a posigao dos
pontos num mesmo sistema de referéncia (R = S™). A primeira classe de
transformagoes pode ser utilizada para formar uma cena com, por exemplo,
um grupo de objetos, em que cada um é descrito em relacdo a um sistema
de coordenadas proprio, enquanto a segunda é apropriada para manipular a
posicao relativa entre os objetos para compor um objeto mais complexo.

Serdo apresentadas as cinco transformagoes basicas — translacao (trans-
lation), rotagao (rotation), mudanga de escala (scaling), espelhamento (re-
flection) e deslocamento relativo linear (shearing). Veremos que, exceto as
translagoes, estas transformagoes sao lineares. As transformagoes lineares
mais translagao constituem o conjunto de transformacgoes afins. Para
operar estas transformacoes como matrizes, como veremos na segao 3.2, é
conveniente introduzir as coordenadas homogéneas. Na secao 3.3 faremos
uma breve apresentacao destas coordenadas. Finalmente, na secao 3.4 res-
ponderemos uma pergunta de grande valor pratico: para aplicar uma trans-
formagao sobre uma malha poligonal, é suficiente aplicé-la somente nos seus
vértices?
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3.1 Transformagoes Geométricas Basicas

Embora o foco seja em transformagoes geométricas bi- e tridimensionais,
apresentaremos, quando possivel, formulagoes gerais para pontos de n-dimensoes.

3.1.1 Translagao

A translagao de um ponto num espaco é o deslocamento d= [dydg -+ dy]t
deste ponto de P, = [x1,, Tay -+ Tno|' para Pr = [z1, To, -+ Ty’ Este
deslocamento corresponde a adicao de uma parcela d; a cada coordenada
Liv

Tir = Tip+di
Tor = Ty +da
T3, = T3y +d3
(3.2)
Tnr = Tpo+dy

Usando notacao matricial tem-se

Ty T1 dq
Tar | _ | T2e | do
Tnr Tnv dp

(Ver Fig. 5.1 do livro-texto de Foley.)

3.1.2 Mudancga de Escala

A mudancga de escala de um objeto implica essencialmente em mudanca do
seu tamanho. Em termos de vetores, isso equivale a dizer mudar a magnitude
dos pares de vetores definidos pelos pontos do objeto. Dados dois pontos a
e b em R3 de um objeto. Um vetor associado a eles é

ab=a—b
cuja magnitude é

|a_2)| = \/(al - b1)2 + (CLQ — b2)2 + (ag - b3)2.

Mudar a escala do vetor por um fator v corresponde a multiplicar ]cﬁ)] por
v, isto é,

’y]a_é\ = ’y\/(al — b1)2 + (ag — b2)2 + (a3 — b3)2.
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Se a = [0 0 0]%, teremos

ylabl = 71/ (B1)% + (52)% + (53)2 = \/ (7b1)2 + (62)2 + (483

(Ver Fig. 5.2 do livro-texto de Foley.)

Em outras palavras, obteremos o efeito de mudanga de escala através
da multiplicacao de cada coordenada x; por um fator v. Quando o fator
de escala é igual em todas as direcoes principais, dizemos que a mudanga é
uniforme.

Generalizando, podemos substituir o escalar v pelo vetor [y1 y2 v3 -+ Y]t
para produzir efeitos de mudanca de escala diferenciada nas n diregoes
canonicas em R”, ou seja, mudanga de escala nao-uniforme

Tir = MZT1w

T2, = 72T20

I3r = Y3TL3w

Tny = TnTno

Em notagao matricial,

T, S1 o --- 0 T1w
o, | | O s9 .- 0 T2
Tnr 0O 0 --- s, T

(Ver Fig. 5.6 do livro-texto de Foley.)

Observagao 3.1 Da forma como a transformacao € definida, € conveniente
fixzar um ponto do objeto de interesse na origem.

3.1.3 Deslocamento Relativo Linear

Esta transformagao, conhecida em inglés como shearing ou em portugués
como cisalhamento, se caracteriza pela variacao em linear de uma coorde-
nada em relacao aos valores das outras, ou seja a nova coordenada transfor-
mada z;, em R" pode ser expressa como:

Tir = Tiw + D01 j2i(8hijTj0)-

Usando notacao matricial isso equivale a:
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T1p 1 shia -+ shi, T10
Tar | | shar 1 - shay, 2.0
Tnr shp1 shpa - 1 T,

(Ver Fig. 5.7 do livro-texto de Foley.)

3.1.4 Rotagao

Rotacgoes sao transformagoes em que os pontos giram de um angulo 6 em
torno de um dado ponto O. Por convencao, atribuimos valores positivos a
6 quando o sentido de giro for anti-horédrio (de eixo x para y) e negativos
quando for horario.
(Ver Fig. 5.3 do livro-texto de Foley.)

Se considerarmos que O seja a origem de um sistema de coordenadas de
2 dimensoes, r, a distancia entre O e o ponto (z,y) a ser girado e que ¢ seja
o angulo entre a direcdo de (z,y) e o eixo x, entao:

T = rcose
Y = rsenao.

Apds a rotagao de um angulo 8, o angulo entre a diregdo do “novo” ponto
(zr,yr) € 0 eixo x passard para 6 + ¢. Assim

x, = rcos(0+ @)
= rcos¢cost — rsengsentd
= x,co80 — y,send

yr = rsen(0+ ¢)
= rsen¢gcosf + rcospsend

= yycosl + x,send.

Em forma matricial, temos:

. | | cosl —send Ty
yr | | senf  cosf Yo |
(Ver Fig. 5.4 do livro-texto de Foley.)
Esta transformacao equivale a girar um ponto em torno de um eixo z em
R3:
T, cos —senf 0 Ty

yr | = | senf cos 0 Yo
Zr 0 0 1 Zy



EA978 — notas de aula — FEEC — 2° SEM /2006 (Ting) 22

n men - rivar a matriz T ao em torn ixo x
Analogamente, pode-se derivar a matriz de rotagdo em torno do eixo
(segundo a regra da mao-direita em relacao ao eixo de rotacao):

1 0 0
R.(0)=1| 0  cosh senb

0 —senf cosh
e em torno do eixo y,

cos 0 senb
R, (0) = 01 0
—senf 0 cosf

Observagao 3.2 As matrizes de rotagcao sdo ortogonais, ou seja, a magni-
tude dos vetores € preservada nas transformacées de rotagdo.

Observagao 3.3 Em analogia a Aviacdo, os angulos de rotacdo em torno
dos eixos x, y e z sao também conhecidos, respectivamente, por angulo de
guinada (yaw), dngulo de declividade (pitch) e dngulo de rotagao
longitudinal (roll).

3.1.5 Espelhamento

O espelhamento é uma rotacao bem particular, em que um ponto ”sai”do
espaco, em que ele estd contido, d4 um giro de 180° no espago de uma
dimensao maior e volta em ”posicao espelhada”ao espaco original.

Num espaco de 2 dimensoes define-se o espelhamento em relacdo a uma
reta, enquanto num espago de 3 dimensoes fala-se em espelhamento em
relacao a um plano.

Exemplo 3.1 A matriz de espelhamento em relacdo ao plano xy é:

1 0 0
Myy=10 1 0],
0 0 —1
em relacao ao plano yz:
[ —1 0 0]
M,, = 0 10
0 01

e em relacdo ao plano xz:

1
Mz,=1]0 -1 0
0
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3.2 Notacao Matricial Unica

Usando a notagao matricial, translagao, mudanca de escala, deslocamento
relativo, rotacao e o espelhamento sdao dadas, respectivamente, por:

P, = P,+T , (3.3)
P, = SP, , (3.4)
P, = ShP, . (3.5)
P. = RP, , (3.6)
P, = MP, (3.7)

O fato da translagdo ser tratada de forma diferenciada (adigdo) em
relacdo as outras (que sao lineares) dificulta um pouco a composicao das
transformagdes. O matemético August Ferdinand Mo6bius contornou este
problema com a inclusao de uma quarta coordenada e a extensao da ma-
triz de transformacao por mais uma coluna e uma linha, permitindo que as
transformacoes afins

Ty = Q0,0Ty + ap,1Yv + G022y + Q03
Yr = Q1,0Ty +A11Y0 + G122y + a1 3
Zp = A20Ty + a21Yy + 0222y + Q23 (3.8)

sobre os pontos sejam computaveis pela Algebra de matrizes. As diferentes
4-uplas (x,y, z, w) que representem um ponto (-7, Z, =) em 3, na forma de
coordenadas cartesianas, sao denominadas coordenadas homogéneas.

Observagao 3.4 Uma transformacgdao afim preserva o paralelismo.

Exemplo 3.2 A translagao de um ponto num espaco bidimensional pode
ser expressa como o produto:

T+ dg 1 0 d, T

y+dy = |0 1 d, Y

1 0 0 1 1

e num espaco tridimensional,

T+ d, 1 0 0 d, T
Yy +dy 10 1 0 dy Y
z+d, - 0 0 1 d, z
1 000 1 1



EA978 — notas de aula — FEEC — 2° SEM /2006 (Ting) 24

A matriz estendida M, +1,m+1 (em relacdo a matriz m x m)

....... o (3.9)

onde o bloco Uy, ,,, engloba as transformacoes lineares (espelhamento, mu-
danca de escala, rotacdo e deslocamento relativo linear) e o bloco Uy, os
deslocamentos, permite que a translacao seja modelada como uma trans-
formagao linear. Assim, a composi¢ao destas transformagoes bésicas pode
ser reduzida em multiplicagoes (concatenagao) das matrizes corresponden-
tes.

Observe ainda que a agao do bloco Uy 1 € equivalente a mudanca de
escala uniforme (Segao 3.1.2)

L1,r 10 - 00 L10 T1,v l-rl,v
Z2.r 01 .- 00 Z2.v XY L2
1
T o1 --- 10 T T S Tmw
1 00 --- 0 s 1 s 1

3.3 Coordenadas Homogéneas

As coordenadas homogéneas de um ponto no espaco projetivo de dimensao
n sao representadas por um vetor de n + l-uplas. Elas permitem unifor-
mizar a representacao dos pontos localizados no “finito” e no “infinito”.
Como ja mencionamos, todos os pontos (wzx,wy, wz,w) de um espago pro-
jetivo de dimensao 4 representam o ponto (%7, %, %) no espaco Euclidiano
3. Mantendo (z,, z), quando w tende para 0, o ponto correspondente no
espaco real tem as suas coordenadas crescendo para valores muito grandes,

como ilustra a seguinte sequéncia:

WX Yy oy g
100 1 2 3 001 002 003
100 1 2 3 01 02 03
1 12 3 1 2 3
110 1 2 3 10 20 30
1/100 1 2 3 100 200 300

1/1000 1 2 3 1000 2000 3000
No limite de h — 0, o ponto no infinito na diregao (z,y,z) é dado por
(x,y,2,0) em coordenadas homogéneas. O conjunto de todos os pontos com
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w = 0, em coordenadas homogéneas, define o plano no infinito, para
0s quais nao existem pontos correspondentes no espago (real) Euclidiano.
Eles sao, muitas vezes, utilizados para designar os vetores no espaco (real)
Euclidiano.

Quando w < 0, os pontos correspondentes no espago real terao sinais
invertidos, como se tivessem “saido do lado positivo e entrado pelo lado
negativo, atravessando o infinito”:

WXy 7z oy % w
“1/1000 1 2 3 -1000 -2000 -3000
1/100 1 2 3 -100  -200  -300
110 1 2 3 -10 20 -30

1 123 1 2 3
0 1 2 3 01 02 -03

-100 1 2 3 -0.01 -0.02 -0.03
Assim, diferentemente do espago euclidiano no qual entre dois pontos
existe somente um unico segmento, no espago projetivo existem dois seg-
mentos: um segmento interno, cujos pontos sao pontos finitos, e um

segmento externo, que contém ponto infinito.
Pontos no infinito

=

segmento interno B

Plano projetivo
A AN

Plano afim "Plano no infinito

segmento externo

3.4 Invariancia sob Transformacoes

Dada uma malha poligonal constituida pelos vértices interligados pelos seg-
mentos num sistema de referéncia com a origem em O. Se descrevermos os
pontos OP do segmento definido pelos dois vértices, O—Pf e O—Pg , COMO uma
combinacao convexa destes pontos

OP = (1-t)OP, +tOP, ,te[0,1] (3.10)

e aplicarmos uma transformacao linear L, isto é mudanca de escala, cisa-
lhamento, rotacao, espelhamento ou concatenagao destas, sobre cada ponto
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OP do segmento equivale a aplicarmos a transformacao nas coordenadas
cartesianas de P; e P, e combind-los com a mesma fungao convexa, pois

LOP = L[(1-t)0P +tOP1]
L(P—0) = L[1-t)(P—O0)+t(P—0)
LP—L0 = L[(1—t)P +tP)]— L[(1—1t)O + tO]
LP = L[(1—t)P +tPy)

LP = (1—t)(LP)+tLP).

Dizemos, entao, que a fungdo convexa que utilizamos é invariante sob
transformacoes lineares.

Para translagoes, se adicionarmos o montante 1" a cada vértice, os pon-
tos do segmento resultante serao também deslocados deste montante, como
mostra na seguinte derivacao

[(1—t)(OP, +T) +t(OP, +T)] = [(1—t)(Pi—O+T)+t(Pr—0+T)
= (1= )P, +tPo] + (1 — )T +tT) — [(1 — £)O + O]
= (P+T)-0.

Portanto, a representacao 3.10 é também invariante sob translacgoes.
Concluindo, se utilizarmos a Eq. 3.10 para representar os segmentos da

malha poligonal, podemos reduzir o processamento de transformagoes de um

modelo complexo no processamento dos seus vértices, o que pode aumentar

a eficiéncia do algoritmo de imageamento.
1

P

O

Observagao 3.5 Uma combinacdo convexa é uma combinacgao linear em
que os coeficientes assumem valores ndo negativos e a somatoria destes co-
eficientes € igual a 1.



