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Exerc��cio 4.6 Dada uma curva de B�ezier P (t) =
P

PiB
n
i (t), t 2 [0; 1].

Mostre que TP (t) =
P
(TPi)B

n
i (t), onde T �e uma transforma�c~ao a�m qual-

quer. Esboce a rota�c~ao de uma curva de B�ezier de�nida pelos pontos de

controle P0 =
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O Jacobiano de uma transforma�c~ao a�m dada pelo Sistema 4.8 �e dado
por

J =

�������

@xr
@xv

@xr
@yv

@xr
@zv

@yr
@xv

@yr
@yv

@yr
@zv

@zr
@xv

@zr
@yv

@zr
@zv

�������
:

Se J = 0, a transforma�c~ao n~ao �e invers��vel. Quando J = 1, a �area �e
invariante sob a transforma�c~ao.

Exerc��cio 4.7 Mostre que transla�c~ao, rota�c~ao, mudan�ca de escala e deslo-

camento relativo s~ao invers��veis e que o deslocamento relativo n~ao preserva

a �area.

Exerc��cio 4.8 Obter a matriz de transforma�c~ao de reex~ao de um ponto

em rela�c~ao a um plano arbitr�ario de�nido por um ponto P = [x y z]t e

um vetor normal ~n = [nx ny nz]
t. Aplique esta transforma�c~ao sobre as

coordenadas do seguinte objeto de�nido pelos v�ertices:
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(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10)
1 3 3 2:5 2 2 3 3 2 3
1 1 1:5 2 2 1 1 2 2 2
2 2 2 2 2 1 1 1 1 1:5
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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e pelas seguintes faces
1 2 3 4 5

1 6 7 2
8 10 3 2 7

9 5 4 10 8

5 9 6 1

9 8 7 6
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s~ao "desenhadas"�e chamada quadro de vis~ao (viewport). Se associarmos

a cada um deles um sistema de referência, denominamos o procedimento,

que mapeia os pontos de uma janela para um quadro, como transforma�c~ao

de window para viewport.
Esta transforma�c~ao pode ser obtida por meio de aplica�c~oes sucessivas

das seguintes transforma�c~oes b�asicas:

� deslocamento da janela para a origem,

� transferir a janela para o sistema de coordenadas do quadro,

� aplicar a transforma�c~ao de mudan�ca de escala sobre as coordenadas

da janela, para que ela �que de mesmo tamanho do quadro de sa��da, e

� desclocar a janela para o quadro.

(Ver Figs. 5.12 e 5.13 do livro-texto de Foley.)

Exemplo 4.6 Somente os pontos contidos no volume de vis~ao normalizados

s~ao \imageados". Como os pontos numa cena s~ao dados normalmente em

coordenadas de WC e o volume de vis~ao (de�nido por planos de corte, PRP e

a janela de vis~ao) �e de�nido em coordenadas de VRC, precisa-se transformar

os pontos da cena de interesse do sistema de WC para o sistema VRC. Esta

transforma�c~ao depende do tipo de proje�c~ao, como veremos no Cap��tulo 5.
Para proje�c~oes paralelas, em que o volume de vis~ao �e um paralelep��pedo, a

matriz de transforma�c~ao pode ser obtida com as seguintes opera�c~oes:

� deslocar o ponto VRP �a origem de WC,

� girar o sistema VRC de tal forma que o eixo n coincida com o eixo z

de WC, v com o eixo y e u com o eixo x (considerando que o sistema
V RC obede�ca �a regra da m~ao direita) e

� deslocar as coordenadas x e y dos raios de proje�c~ao em rela�c~ao �a co-

ordenada z, de forma que eles �quem paralelos ao eixo z.

Exerc��cio 4.9 Obter a matriz de transforma�c~ao para a base de referência
para a qual a origem �que no ponto P = [Px Py Pz 1]t, o eixo z coincida

com a dire�c~ao ~d = [dx dy dz 0]t e o plano yz contenha ~d e o vetor V UP =

[vx vy vz 0]t. Considere P = [4 3 � 3 1]t, ~d = [�5 � 1 2 0]t e V UP =
[0 1 0 0]t.
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Exerc��cio 4.10 Qual �e a transforma�c~ao a ser aplicado no vetor normal de

um plano se for aplicado nele uma transforma�c~ao M? Veri�que a dire�c~ao

normal do plano 3x + 1:5y + 0:2z � 4:0 = 0 ap�os uma rota�c~ao de 45o em

torno da origem do sistema.

4.3 Quat�ernios e Rota�c~oes

Os quat�ernios q = a0+ia1+ja2+ka3 s~ao de�nidos no espa�co <4 com a base
canônica ~1 = [1 0 0 0]t,~i = [0 1 0 0]t, ~j = [0 0 1 0]t e ~k = [0 0 0 1]t e dotados
de uma estrutura multiplicativa de�nida conforme o seguinte esquema:

~1 ~i ~j ~k

~1 ~1 ~i ~j ~k
~i ~i �~1 ~k �~j
~j ~j �~k �~1 ~i
~k ~k ~j �~i �~1

Dizemos que a0 �e a parte real ou escalar e ~a = ia1 + ja2 + ka3, a
parte pura ou vetorial. Um quat�ernio que tem a parte real nula �e deno-
minado quat�ernio puro. Similar aos n�umeros complexos, o conjugado do
quat�ernio a0+~a �e q = a0�~a e o quadrado da sua norma jqj2 = a2

0+a
2
1+a

2
2+a

2
3.

O inverso multiplicativo �e de�nido por q�1 = q
jqj2 .

S~ao de�nidas entre dois quat�ernios q1 = a0+~a e q2 = b0+~b as opera�c~oes

Adi�c~ao : q1 + q2 = (a0 + b0) + (~a +~b), que pode ser expressa com uso de
nota�c~ao matricial �e
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Multiplica�c~ao : qr = q1q2 = (a0 + b0 � (~a �~b)) + (a0~b + b0~a + ~a�~b). Em
nota�c~ao matricial, temos
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b0 b1 b2 b3
�b1 b0 �b3 b2
�b2 b3 b0 �b1
�b3 �b2 b1 b0
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A primeira multiplica�c~ao �e conhecida como multiplica�c~ao esquerda

que corresponde a uma transroma�c~ao linear La(b) associando q2 a q1q2
e a segunda, multiplica�c~ao direita Rb(a) que mapeia q1 a q1q2.

An�alogo aos n�umeros complexos podemos representar geometricamente
os quat�ernios unit�arios sobre uma hiperesfera unit�aria em <4. Se de�nirmos
~I = iu1+ju2+ku3 com u21+u22+u23 = 1, podemos escrever q na forma a0+�~I.
Se adicionalmente jqj = r, ent~ao existe � tal que a0 = rcos� e � = rsen�.

Isso signi�ca que podemos escrever q na forma polar r(cos�+ ~Isen�) = re
~I�,

o que poder�a simpli�car as multiplica�c~oes entre os quat�ernios.
�E poss��vel demonstrar que se representarmos cada ponto no espa�co <3

como um quat�ernio puro P = ix+ jy + kz, uma rota�c~ao T (P ) deste ponto
de um ângulo igual a 2� em torno de um vetor ~I que passa pela origem pode
ser dada por

T (P ) = aPa�1; onde a = re
~I�; r > 0 e ~I2 = �1:

Exemplo 4.7 Derive, com uso de quat�ernios, a rota�c~ao em torno do eixo

z por um ângulo �.

Neste caso, ~I = k e a = e
~I �

2 = cos �
2
+ ksen �

2
, cuja inversa �e a =

cos �
2
� ksen �

2
. Portanto,

T (P ) = (cos
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2
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�

2
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�

2
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�

2
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Utilizando a nota�c~ao matricial, temos

T (P ) =
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