EA978 — notas de aula — FEEC — 1° SEM /2003 (Ting) 47

Exercicio 4.6 Dada uma curva de Bézier P(t) = > P;BI(t), t € [0,1].
Mostre que TP(t) = Y (TP;)B}'(t), onde T é uma transformagao afim qual-
quer. Fsboce a rotacdo de uma curva de Bézier definida pelos pontos de

1 0 2 2
controle Py = i , P = g , Py = (2) e P3 = 3
1 1 1 1

O Jacobiano de uma transformacao afim dada pelo Sistema 4.8 é dado

por
or, Oxr Oxp
0Ty MYy O0zy
J=| %y Oy Oy
0Ty Yy Oz
0zr 0zr O0zr
Oz Yy Oz

Se J = 0, a transformacdo ndo é inversivel. Quando J = 1, a &rea é
invariante sob a transformacao.

Exercicio 4.7 Mostre que translacao, rotagao, mudanca de escala e deslo-
camento relativo sao inversiveis e que o deslocamento relativo nao preserva
a drea.

Exercicio 4.8 Obter a matriz de transformacao de reflexao de um ponto
em relagdo a um plano arbitrdrio definido por um ponto P = [z y 2]' e
um vetor normal 7 = [ng ny n,)t. Aplique esta transformacdo sobre as
coordenadas do sequinte objeto definido pelos vértices:

(D (2 B) @ () ) (1) (8) (9) (10)
1 3 3 25 2 2 3 3 2 3
1 1 15 2 2 1 1 2 2 2
2 2 2 2 2 1 1 1 1 15
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e pelas sequintes faces

1 2 8 4 5

1 6 7 2

8§ 10 &8 2 7

9 &5 4 10 8

5 9 6 1

9 8 7 6
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s@o "desenhadas”é chamada quadro de visao (viewport). Se associarmos
a cada um deles um sistema de referéncia, denominamos o procedimento,
que mapeia os pontos de uma janela para um quadro, como transformacao
de window para viewport.

Esta transformacgao pode ser obtida por meio de aplicacoes sucessivas
das sequintes transformacoes bdsicas:

e deslocamento da janela para a origem,
e transferir a janela para o sistema de coordenadas do quadro,

e aplicar a transformac¢do de mudanca de escala sobre as coordenadas
da janela, para que ela fique de mesmo tamanho do quadro de saida, e

e desclocar a janela para o quadro.

(Ver Figs. 5.12 e 5.13 do livro-texto de Foley.)

Exemplo 4.6 Somente os pontos contidos no volume de visdo normalizados
sao “imageados”. Como o0s pontos numa cena sao dados normalmente em
coordenadas de WC e o volume de visao (definido por planos de corte, PRP e
a janela de visao) € definido em coordenadas de VRC, precisa-se transformar
os pontos da cena de interesse do sistema de WC para o sistema VRC. Esta
transformacdo depende do tipo de projecdo, como veremos no Capitulo 5.
Para projecoes paralelas, em que o volume de visdo é um paralelepipedo, a
matriz de transformacdo pode ser obtida com as sequintes operacoes:

e deslocar o ponto VRP a origem de WC,

e girar o sistema VRC de tal forma que o eizo n coincida com o eizo z
de WC, v com o eixoy e u com o eizo x (considerando que o sistema
VRC obedeca a regra da mao direita) e

e deslocar as coordenadas x e y dos raios de projecao em rela¢ao a co-
ordenada z, de forma que eles fiquem paralelos ao eizo z.

Exercicio 4.9 Obter o matriz de transformacgdo para a base de referéncia
para o qual o origem fique no ponto P = [Py P, P, 1]*, o eizo z coincida
com a direcio d = [dy dy d 0] e o plano yz contenha d e o vetor VUP =
[vg vy vy O]F. Considere P = [43 —3 1], d=[-5 —120' e VUP =
[0 10 0]
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Exercicio 4.10 Qual € a transformacgdo a ser aplicado no vetor normal de
um plano se for aplicado nele uma transformacdo M ? Verifique a dire¢do
normal do plano 3x + 1.5y + 0.2z — 4.0 = 0 apds uma rotacao de 45° em
torno da origem do sistema.

4.3 Quatérnios e Rotacoes

Os quatérnios ¢ = ag+ia1 + jas +kas sio definidos no espaco R* com a base
canénica I =[1000]%,7=[0100]% 7 =[0010] ek =1[000 1]* e dotados
de uma estrutura multiplicativa definida conforme o seguinte esquema:

T 7 7 kK
11T 7 7 k&
il -1 kK -5
il -k -1 7
Elk 7 -1 -1

Dizemos que ag é a parte real ou escalar e @ = ia; + jas + kas, a
parte pura ou vetorial. Um quatérnio que tem a parte real nula é deno-
minado quatérnio puro. Similar aos nimeros complexos, o conjugado do
quatérnio agp+a é § = ap—a e o quadrado da sua norma |q|? = a3+a3+a3+a3.
O inverso multiplicativo é definido por ¢~ ! = %.

Sao definidas entre dois quatérnios q; = ag+d e g = bg + b as operagoes

Adigao : q1 + g2 = (ao + bo) + (@ + b), que pode ser expressa com uso de
notacao matricial é

a + b() a bg
a1+ by ] e n by
az + bo a2 bo
as + b3 as b3

-,

Multiplicagao : ¢, = q1q2 = (ap + by — (@ - b)) + (a05+ bod + @ % g) Em
notacao maftricial, temos

qo,r apg —a; —az —ag bo
q1,r _ ay, ay —az a by
q2,r az a3 ay —ap b2
q3,r az —ay a; ap b3

bo b1 by b3
—by by —bz b
—by b3 by —by
—b3 —by b1 b
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A primeira multiplicacao é conhecida como multiplicagao esquerda
que corresponde a uma transromagao linear L,(b) associando ¢2 a q1¢2
e a segunda, multiplicagdo direita R,(a) que mapeia g1 a q1q2.

Andlogo aos nimeros complexos podemos representar geometricamente
08 quatérnios unitarios sobre uma hiperesfera unitdria em %*. Se deﬁmrmos
I =iu +jus+kus com u?+u3+u3 = 1, podemos escrever ¢ na forma ag—i—,uI
Se adicionalmente |q| = r, entdo existe 6 tal que ag = rcosf e p = rsenf.
Isso significa que podemos escrever ¢ na forma polar 7(cosf + I senf)) = rel 0
o que poderd simplificar as multiplicacoes entre os quatérnios.

E possivel demonstrar que se representarmos cada ponto no espaco R>
como um quatérnio puro P = iz + jy + kz, uma rotagao T'(P) deste ponto
de um angulo igual a 20 em torno de um vetor I que passa pela origem pode
ser dada por

T(P) = aPa™ ", onde a=re’ ,7’>OeI —1.

Exemplo 4.7 Derive, com uso de quatérnios, a rotacao em torno do eixo
z por um angulo 6.

N 0 . . ,
Neste caso, I = k e a = el2 = cosg + kseng, cuja inversa € a =

cosg — kseng. Portanto,

0 0 0 0
T(P) = (cos= + ksen=)((iz + jy + kz)(cosi — ksen—

2 2 2))

Utilizando a notacdo matricial, temos

cosg 0 0 —seng
0 cos? —sen? 0
T(P) = 2
(P) 0 sen% cosg 0
seng 0 0 cos5
cosg 0 0 seng 0
i 0 cosg —seng 0 T )
0 seng cosg 0 Y
—seng 0 0 cos% z
1 0 0 0 0
_ 0 cos® —senf 0 x
B 0 senf cosf 0 Y
0 0 0 1 z



