
C
a
p��tu
lo
4

T
ra
n
sfo
rm
a
�c~o
es
G
eo
m
�etrica
s

E
ntende-se
com
o
tra
n
sfo
rm
a
�c~a
o
um
a
aplica�c~ao
f
que
faz
corresp
onder
um

p
onto
P
do
dom
��nio
R
n
a
um
p
onto
do
contra-dom
��nio
S
n:

f
:
P
2
R
n
7!
S
n

(4.1)

E
m
sistem
as
de
inform
a�c~oes
gr�a�cas,
as
transform
a�c~oes
s~ao
m
uito
uti-

lizadas
para
m
udar
sistem
as
de
refer^encia
(R
n
6=
S
n)
ou
m
udar
a
p
osi�c~ao

dos
p
ontos
num
m
esm
o
sistem
a
de
refer^encia
(R
n
=
S
n).
A
prim
eira
classe

de
transform
a�c~oes
�e
recom
endada
para
tratar,
p
or
exem
plo,
um
grup
o
de

ob
jetos,em
que
cada
um
�e
descrito
em
rela�c~ao
a
um
sistem
a
de
coordenadas

pr�oprio,enquanto
a
segunda
�e
apropriada
para
m
anipular
a
p
osi�c~ao
relativa

entre
os
ob
jetos
para
com
p
or
um
a
cena
m
ais
com
plexa
ou
um
ob
jeto
m
ais

com
plexo.

Ser~ao
apresentadas
as
cinco
transform
a�c~oes
b�asicas
da
prim
eira
classe

de
transform
a�c~oes
-
transla�c~ao
(translation),
rota�c~ao
(rotation),
m
udan�ca

de
escala
(scaling),
esp
elham
ento
(re
ection)
e
deslocam
ento
relativo
linear

(shearing).
V
erem
os
que,
exceto
as
transla�c~oes,
estas
transform
a�c~oes
s~ao
li-

neares;p
ortanto,represent�aveis
p
or
m
atrizes.
N
a
se�c~ao
4.2
ser~ao
apresenta-

dos
alguns
sistem
as
de
refer^enica
m
ais
conhecidos
em
C
om
puta�c~ao
G
r�a�ca

os
quais
um
processo
de
s��ntese
de
im
agens
com
base
em
m
odelos
p
ode

usar.
F
inalm
ente,para
ilustrar
o
conceito
de
transform
a�c~oes
ser�a
detalhada

a
constru�c~ao
de
algum
as
transform
a�c~oes
m
ais
conhecidas.

4
.1

T
ra
n
sfo
rm
a
�c~o
es
G
eo
m
�etrica
s
B
�a
sica
s

E
m
b
ora
o
foco
seja
em
transform
a�c~oes
geom
�etricas
bi-
e
tridim
ensionais,

apresentarem
os,quando
p
oss��vel,form
ula�c~oes
gerais
para
p
ontos
de
n
-dim
ens~oes.
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4
.1
.1

T
ra
n
sla
�c~a
o

A
tra
n
sla
�c~a
o
de
um
p
onto
num
espa�co
�e
o
d
eslo
ca
m
en
to
~d
=
[d
1
d
2
���
d
n ] t

deste
p
onto
de
P
v
=
[x
1;v
x
2;v
���
x
n
;v ] t
para
P
r
=
[x
1;r
x
2;r
���
x
n
;r ] t.
E
ste

deslocam
ento
corresp
onde
�a
adi�c~ao
de
um
a
parcela
d
i
a
cada
coordenada

x
i;v

x
1;r

=

x
1;v
+
d
1

x
2;r

=

x
2;v
+
d
2

x
3;r

=

x
3;v
+
d
3

���

(4.2)

x
n
;r

=

x
n
;v
+
d
n

U
sando
nota�c~ao
m
atricial
tem
-se

26664
x
1;r

x
2;r

���
x
n
;r 37775

= 26664
x
1;v

x
2;v

���
x
n
;v 37775

+ 26664
d
1

d
2

���
d
n 37775

.

(V
er
F
ig.
5.1
do
livro-texto
de
Foley.)

E
x
erc��cio
4
.1
D
ado
um
segm
ento
P
(t)
=
(1
�
t)P
0 +
tP
1 ,
t
2
[0;1].
M
ostre

que
P
(t)+
~d
=
(1�
t)(P
0 +
~d)+
t(P
1 +
~d).
P
or
que
a
igualdade
�e
um
resultado

com
putacionalm
ente
im
portante?

4
.1
.2

M
u
d
a
n
�ca
d
e
E
sca
la

A
m
u
d
a
n
�ca
d
e
esca
la
de
um
ob
jeto
im
plica
essencialm
ente
em
m
udan�ca
do

seu
tam
anho.
E
m
term
os
de
vetores,isso
equivale
a
dizer
m
udar
a
m
agnitude

dos
pares
de
vetores
de�nidos
p
elos
p
ontos
do
ob
jeto.
D
ados
dois
p
ontos
a

e
b
em
<
3
de
um
ob
jeto.
U
m
vetor
associado
a
eles
�e

~ab
=
a
�
b

cuja
m
agnitude
�ej ~abj= q

(a
1
�
b
1 )
2
+
(a
2
�
b
2 )
2
+
(a
3
�
b
3 )
2:

M
udar
a
escala
do
vetor
p
or
um
fator


corresp
onde
a
explicar
j ~abj,
isto
�e,


j ~abj=

 q
(a
1
�
b
1 )
2
+
(a
2
�
b
2 )
2
+
(a
3
�
b
3 )
2:
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Se
a
=
[0
0
0] t,
terem
os


j ~abj=

 q
(b
1 )
2
+
(b
2 )
2
+
(b
3 )
2
= q
(

b
1 )
2
+
(

b
2 )
2
+
(

b
23 :

(V
er
F
ig.
5.2
do
livro-texto
de
Foley.)

E
m
outras
palavras,
obterem
os
o
efeito
de
m
udan�ca
de
escala
atrav�es

da
m
ultiplica�c~ao
de
cada
coordenada
x
i
p
or
um
fator

.
Q
uando
o
fator

de
escala
�e
igual
em
todas
as
dire�c~oes
principais,dizem
os
que
a
m
udan�ca
�e

u
n
ifo
rm
e.

G
eneralizando,p
odem
os
substituiro
escalar


p
elo
vetor
[

1


2


3
���


n ] t

para
produzir
efeitos
de
m
udan�ca
de
escala
diferenciada
nas
n
dire�c~oes

can^onicas
em
<
n,
ou
seja,
m
u
d
a
n
�ca
d
e
esca
la
n
~a
o
-u
n
ifo
rm
e

x
1;r

=



1 x
1;v

x
2;r

=



2 x
2;v

x
3;r

=



3 x
3;v

���

x
n
;r

=



n x
n
;v

E
m
nota�c~ao
m
atricial,

26664
x
1;r

x
2;r

���
x
n
;r 37775

= 26664
s
1

0

���
0

0

s
2

���
0

...............

0

0

���
s
n 37775 26664

x
1;v

x
2;v

���
x
n
;v 37775

.

(V
er
F
ig.
5.6
do
livro-texto
de
Foley.)

E

O
b
serva
�c~a
o
4
.1
D
a
form
a
com
o
a
transform
a�c~ao
�e
de�nida,�e
conveniente

�xar
um
ponto
do
objeto
de
interesse
na
origem
.

E
x
erc��cio
4
.2
D
ados
os
tr^es
v�ertices
de
um
tri^angulo
[0
0] t,
[1
1] t
e
[1
1] t.

D
obre
a
�area
do
tri^angulo,
m
antendo
o
ponto
[5
2] t
�xo.

4
.1
.3

D
eslo
ca
m
en
to
R
ela
tiv
o
L
in
ea
r

E
sta
transform
a�c~ao,
conhecida
em
ingl^es
com
o
shearing
ou
em
p
ortugu^es

com
o
cisa
lh
a
m
en
to,
se
caracteriza
p
ela
varia�c~ao
em
linear
de
um
a
coorde-

nada
em
rela�c~ao
aos
valores
das
outras,
ou
seja
a
nova
coordenada
transfor-

m
ada
x
i;r
em
<
n
p
ode
ser
expressa
com
o:
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x
i;r
=
x
i;v
+ P
nj

=
1;j6=
i (sh
ij x
j;v ):

U
sando
nota�c~ao
m
atricial
isso
equivale
a:

26664
x
1;r

x
2;r

���
x
n
;r 37775

= 26664
1

sh
1
2

���
sh
1n

sh
2
1

1

���
sh
2n

......................

sh
n
1

sh
n
2

���

1

37775 26664
x
1;v

x
2;v

���
x
n
;v 37775

.

(V
er
F
ig.
5.7
do
livro-texto
de
Foley.)

E
x
erc��cio
4
.3
E
sboce
o
efeito
de
deslocam
ento
relativo
de
um
quadrado

unit�ario
([0
0] t,
[1
0] t,
[1
1] t
e
[0
1] t)
na
dire�c~ao
de
x
com
sh
1
2

=
2,
na

dire�c~ao
de
y
com
sh
2
1
=
4
e
o
m
esm
o
m
ontante
em
am
bas
as
dire�c~oes.

4
.1
.4

R
o
ta
�c~a
o

R
o
ta
�c~o
es
s~ao
transform
a�c~oes
em
que
os
p
ontos
giram
de
um
^angulo
�
em

torno
de
um
dado
p
onto
O
.
P
or
conven�c~ao,
atribu��m
os
valores
p
ositivos
a

�
quando
o
sentido
de
giro
for
anti-hor�ario
(de
eixo
x
para
y)
e
negativos

quando
for
hor�ario.(V

er
F
ig.
5.3
do
livro-texto
de
Foley.)

Se
considerarm
os
que
O
seja
a
origem
de
um
sistem
a
de
coordenadas
de

2
dim
ens~oes,
r,a
dist^ancia
entre
O
e
o
p
onto
(x
;y)
a
ser
girado
e
que
�
seja

o
^angulo
entre
a
dire�c~ao
de
(x
;y)
e
o
eixo
x,
ent~ao:

x
=
rcos�

y
=
rsen
�
:

A
p�os
a
rota�c~ao
de
um
^angulo
�,o
^angulo
entre
a
dire�c~ao
do
\novo"
p
onto

(x
r ;y
r )
e
o
eixo
x
passar�a
para
�
+
�
.
A
ssim

x
r

=

rcos(�
+
�
)

=

rcos�
cos�
�
rsen
�
sen
�

=

x
v cos�
�
y
v sen
�

y
r

=

rsen
(�
+
�
)

=

rsen
�
cos�
+
rcos�
sen
�

=

y
v cos�
+
x
v sen
�:

E
m
form
a
m
atricial,
tem
os:
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"
x
r

y
r #
= "
cos�

�
sen
�

sen
�

cos� #"
x
v

y
v #.

(V
er
F
ig.
5.4
do
livro-texto
de
Foley.)

E
sta
transform
a�c~ao
equivale
a
girar
um
p
onto
em
torno
de
um
eixo
z
em

<
3:

264
x
r

y
r

z
r 375

= 264
cos�

�
sen
�

0

sen
�

cos�

0

0

0
1 375 264

x
v

y
v

z
v 375

.

A
nalogam
ente,
p
ode-se
derivar
a
m
atriz
de
rota�c~ao
em
torno
do
eixo
x

(segundo
a
regra
da
m
~ao-direita
em
rela�c~ao
ao
eixo
de
rota�c~ao):

R
x (�)
= 264

1

0

0

0

cos�

sen
�

0
�
sen
�

cos� 375

e
em
torno
do
eixo
y,

R
y (�)
= 264

cos�

0
sen
�

0
1

0

�
sen
�

0

cos� 375
.

O
b
serva
�c~a
o
4
.2
A
s
m
atrizes
de
rota�c~ao
s~ao
ortogonais,
ou
seja,
a
m
agni-

tude
dos
vetores
�e
preservada
nas
transform
a�c~oes
de
rota�c~ao.

E
x
erc��cio
4
.4
Q
uais
s~ao
as
coordenadas
de
um
quadrado
([2
6] t,
[4
6] t,

[4
8] t
e
[2
8] t)
ap�os
um
a
rota�c~ao
de
30
o
em
torno
do
ponto
[5
7] t?

O
b
serva
�c~a
o
4
.3
E
m
C
om
puta�c~ao
G
r�a�ca,
em
analogia
�a
A
via�c~ao,os
^angulos

de
rota�c~ao
em
torno
dos
eixos
x,
y
e
z
s~ao
tam
b�em
conhecidos
por
^a
n
g
u
lo

d
e
g
u
in
a
d
a
(yaw
),
^a
n
g
u
lo
d
e
d
ecliv
id
a
d
e
(pitch)
e
^a
n
g
u
lo
d
e
ro
ta
�c~a
o

lo
n
g
itu
d
in
a
l
(roll).

4
.1
.5

E
sp
elh
a
m
en
to

O
esp
elh
a
m
en
to
�e
um
a
rota�c~ao
b
em
particular,em
que
um
p
onto
"sai"do

espa�co,
em
que
ele
est�a
contido,
d�a
um
giro
de
180
o
no
espa�co
de
um
a

dim
ens~ao
m
aior
e
volta
em
"p
osi�c~ao
esp
elhada"ao
espa�co
original.

N
um
espa�co
de
2
dim
ens~oes
de�ne-se
o
esp
elham
ento
em
rela�c~ao
a
um
a

reta,
enquanto
num
espa�co
de
3
dim
ens~oes
fala-se
em
esp
elham
ento
em

rela�c~ao
a
um
plano.
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E
x
em
p
lo
4
.1
A
m
atriz
de
espelham
ento
em
rela�c~ao
ao
plano
x
y
�e:

M
x
y
= 264

1
0

0

0
1

0

0
0
�
1 375

,

em
rela�c~ao
ao
plano
yz:M

y
z
= 264

�
1
0
0

0
1
0

0
0
1 375

e
em
rela�c~ao
ao
plano
x
z:

M
x
z
= 264

1

0
0

0
�
1
0

0

0
1 375

E
x
erc��cio
4
.5
M
ostre
que
um
espelham
ento
em
rela�c~ao
a
um
a
reta
y
=
x

equivale
a
trocar
as
coordenadas,
isto
�e,
M
[x
y] t
=
[y
x] t.

4
.1
.6

N
o
ta
�c~a
o
M
a
tricia
l
�U
n
ica

U
sando
a
nota�c~ao
m
atricial,
transla�c~ao,
m
udan�ca
de
escala,
deslocam
ento

relativo,
rota�c~ao
e
o
esp
elham
ento
s~ao
dadas,
resp
ectivam
ente,
p
or:

P
r

=
P
v
+
T

;

(4.3)

P
r

=
S
P
v

;

(4.4)

P
r

=
S
h
P
v

:

(4.5)

P
r

=
R
P
v

;

(4.6)

P
r

=
M
P
v

:

(4.7)

O
fato
da
transla�c~ao
ser
tratada
de
form
a
diferenciada
(adi�c~ao)
em
re-

la�c~ao
�as
outras
(que
s~ao
lineares)
di�culta
um
p
ouco
a
com
p
osic~ao
das
trans-

form
a�c~oes.
Isso
p
ode
ser,entretanto,
contornado
com
a
adi�c~ao
de
um
a
coor-

denada
e
com
a
extens~ao
da
m
atriz
de
transform
a�c~ao
p
or
m
ais
um
a
coluna
e

um
a
linha.
C
om
isso,a
representa�c~ao
de
um
p
onto
assum
e
o
m
esm
o
asp
ecto

da
sua
representa�c~ao
em
coordenadas
hom
og^eneas
com
a
restri�c~ao
de
que
o

valor
da
coordenada
adicional
seja
1.
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O
b
serva
�c~a
o
4
.4
U
m
a
transform
a�c~ao
que
satisfaz
a
seguinte
rela�c~ao

x
r

=

a
0;0 x
v
+
a
0;1 y
v
+
a
0;2 z
v
+
a
0;3

y
r

=

a
1;0 x
v
+
a
1;1 y
v
+
a
1;2 z
v
+
a
1;3

z
r

=

a
2;0 x
v
+
a
2;1 y
v
+
a
2;2 z
v
+
a
2;3

(4.8)

�e
um
a
transform
a�c~ao
a
�
m
.
E
sta
transform
a�c~ao
preserva
o
paralelism
o.

E
x
em
p
lo
4
.2
A
transla�c~ao
de
um
ponto
num
espa�co
bidim
ensional
pode

ser
expressa
com
o
o
produto:

264
x
+
d
x

y
+
d
y

1

375
= 264

1
0
d
x

0
1
d
y

0
0

1 375 264
xy1 375

e
num
espa�co
tridim
ensional,

26664
x
+
d
x

y
+
d
y

z
+
d
z

1

37775
= 26664

1
0
0
d
x

0
1
0
d
y

0
0
1
d
z

0
0
0

1 37775 26664
xyz1 37775

.

A
m
atriz
estendida
M
m
+
1;m
+
1
(em
rela�c~ao
�a
m
atriz
m
�
m
)

2664
U
m
;m

...
U
m
;1

..............

U
1;m

...
U
1;1 3775

;

(4.9)

onde
o
bloco
U
m
;m

engloba
as
transform
a�c~oes
lineares
(esp
elham
ento,
m
u-

dan�ca
de
escala,
rota�c~ao
e
deslocam
ento
relativo
linear)
e
o
bloco
U
m
;1
os

deslocam
entos,
p
erm
ite
que
a
transla�c~ao
seja
m
odelada
com
o
um
a
transfor-

m
a�c~ao
linear.
A
ssim
,
a
com
p
osi�c~ao
destas
transform
a�c~oes
b�asicas
p
ode
ser

reduzida
em
m
ultiplica�c~oes
(co
n
ca
ten
a
�c~a
o)
das
m
atrizes
corresp
ondentes.

O
bserve
ainda
que
a
a�c~ao
do
bloco
U
1;1
�e
equivalente
�a
m
u
d
a
n
�ca
d
e

esca
la
u
n
ifo
rm
e
(Se�c~ao
4.1.2)

2666664
x
1;r

x
2;r

���
x
m
;r

1

3777775
= 2666664

1
0
���
0
0

0
1
���
0
0

...............

0
1
���
1
0

0
0
���
0
s 3777775 2666664

x
1;v

x
2;v

���
x
m
;v

1

3777775
= 2666664

x
1;v

x
2;v

���
x
m
;v

s

3777775
= 2666664

1s x
1;v

1s x
2;v

���
1s x

m
;v

1

3777775
.
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E
x
erc��cio
4
.6
D
ada
um
a
curva
de
B
�ezier
P
(t)
= P
P
i B
ni (t),
t
2
[0;1].

M
ostre
que
T
P
(t)
= P
(T
P
i )B
ni (t),
onde
T
�e
um
a
transform
a�c~ao
a�m
qual-

quer.O
Jacobiano
de
um
a
transform
a�c~ao
a�m
dada
p
elo
Sistem
a
4.8
�e
dado

p
or

J
= �������

@
x
r

@
x
v

@
x
r

@
y
v

@
x
r

@
z
v

@
y
r

@
x
v

@
y
r

@
y
v

@
y
r

@
z
v

@
z
r

@
x
v

@
z
r

@
y
v

@
z
r

@
z
v ������� :

Se
J
=
0,
a
transform
a�c~ao
n~ao
�e
invers��vel.
Q
uando
J
=
1,
a
�area
�e

invariante
sob
a
transform
a�c~ao.

O
b
serva
�c~a
o
4
.5
M
ostre
que
transla�c~ao,
rota�c~ao,
m
udan�ca
de
escala
e
des-

locam
ento
relativo
s~ao
invers��veis
e
que
o
deslocam
ento
relativo
n~ao
preserva

a
�area.

4
.2

T
ra
n
sfo
rm
a
�c~o
es
en
tre
S
istem
a
s
d
e
C
o
o
rd
en
a
-

d
a
s

A
s
transform
a�c~oes
que
vim
os
at�e
agora
se
restringem
a
situa�c~oes
em
que
o

sistem
a
de
refer^encia
p
erm
anece
inalterado.
U
m
a
form
a
alternativa,
p
or�em

equivalente,
a
esta
vis~ao,
�e
p
ensar
que
houve
a
m
udan�ca
de
sistem
as
de

refer^encia
em
rela�c~ao
aos
quais
o
ob
jeto
antes
e
ap�os
a
transform
a�c~ao
p
er-

m
anecem
inalterados.
E
sta
segunda
vis~ao
�e
bastante
�util
em
C
om
puta�c~ao

G
r�a�ca
para
com
p
or,
p
or
exem
plo,
num
espa�co
de
cena
um
conjunto
de

ob
jetos,
cada
um
de�nido
num
sistem
a
de
refer^encia
pr�oprio.

(V
er
F
ig.
5.26
do
livro-texto
de
Foley.)

U
m
dos
principais
ob
jetivos
de
C
om
puta�c~ao
G
r�a�ca
�e
viabilizar
a
s��ntese

de
im
agens
bidim
ensionaisa
partir
de
cenas
3D
.C
om
o
verem
os
m
ais
adiante,

para
passar
de
3D
a
2D
,os
ob
jetos
sofrem
um
a
sequ^encia
de
transform
a�c~oes.

P
or
conveni^encia,
de�nem
-se
ent~ao
diversos
sistem
as
de
coordenadas
para

distinguir
os
diferentes
espa�cos
em
que
os
diferentes
est�agios
interm
edi�arios

de
um
ob
jeto
\em
transform
a�c~ao"
se
encontram
.
A
cada
espa�co
associa-se

um
sistem
a
de
coordenadas
para
garantir
a
univocidade
na
representa�c~ao

dos
p
ontos.

(V
er
F
ig.
5.23
do
livro-texto
de
Foley.)

Intuitivam
ente
�e
f�acil
identi�car
dois
espa�cos:
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E
sp
a
�co
d
e
O
b
jeto
O
sistem
a
de
coordenadas
�e
relativo
a
um
ob
jecto
es-

p
ec���co.
G
eralm
ente
o
m
odelo
do
ob
jeto
est�a
centrado
na
origem
do

sistem
a
e
tem
dim
ens~oes
norm
alizadas.
O
sistem
a
de
coordenadas
as-

sociado
a
este
espa�co
�e
denom
inado
de
sistem
a
d
e
co
o
rd
en
a
d
a
s
d
o

o
b
jeto,
d
e
m
o
d
ela
m
en
to
ou
lo
ca
l.

(V
er
F
ig.
5.21
do
livro-texto
de
Foley.)

E
sp
a
�co
d
e
Im
a
g
em

A
s
coordenadas
dos
p
ontos
dos
ob
jetos
s~ao
relativas

a
um
sistem
a
de
refer^encia
�xado
no
disp
ositivo
de
sa��da.
E
ste
sistem
a

de
refer^encia
�e
cham
ado
de
sistem
a
d
e
co
o
rd
en
a
d
a
s
d
a
im
a
g
em
,

d
o
d
isp
o
sitiv
o,
ou
d
e
ra
steriza
�c~a
o
(screen-coordinate
system
).

(V
er
F
ig.
5.10
do
livro-texto
de
Foley.)

P
ara
facilitar
o
entendim
ento
do
processo
de
m
ap
eam
ento
do
espa�co
do

ob
jeto
para
o
espa�co
da
im
agem
,
m
uitos
padr~oes
gr�a�cos
tridim
ensionais,

com
o
P
H
IG
S,
distinguem
ainda
os
seguintes
espa�cos:

E
sp
a
�co
d
e
C
en
a
C
orresp
onde
ao
espa�co
que
com
preende
todos
os
elem
en-

tos
que
com
p~oem
um
a
cena.
E
ntre
os
elem
entos
citam
-se
os
com
p
o-

nentes
representados
no
espa�co
do
ob
jeto,
as
fontes
de
luz,
a
c^am
era

virtuale
o
fundo.
N
este
espa�co
�e
p
oss��velde�nir,com
precis~ao,as
p
o-

si�c~oes
e
as
orienta�c~oes
relativas
entre
os
elem
entos
de
um
a
cena,
p
ois

as
coordenadas
dos
p
ontos
dos
elem
entos
integrantes
da
cena
s~ao
da-

das
em
fun�c~ao
de
um
sistem
a
d
e
co
o
rd
en
a
d
a
s
g
lo
b
a
l
W
C
(ou
d
o

m
u
n
d
o,
em
ingl^es
w
orld-coordinate
system
).
T
al
sistem
a
�e
tam
b�em

cham
ado
de
sistem
a
d
e
co
o
rd
en
a
d
a
s
d
a
a
p
lica
�c~a
o,
em
vista
de

que
as
m
edidas
dos
elem
entos
est~ao
com
um
ente
em
escala
natural
da

aplica�c~ao.

E
sp
a
�co
d
e
C
^a
m
era
�E
conhecido
tam
b�em
com
o
o
v
o
lu
m
e
d
e
v
is~a
o
(view

volum
e).
N
este
espa�co
destaca-se
a
p
osi�c~ao
do
observador
(ou
c^am
era)

na
cena,
denom
inada
de
p
o
n
to
d
e
refer^en
cia
d
e
p
ro
je�c~a
o
(projec-

tion
reference
point
{
P
R
P
),
resp
ons�aveis
p
ela
capta�c~ao
das
im
agens.

O
s
eixos
(v
u
n
)
do
sistem
a
deste
espa�co,
cham
ado
de
sistem
a
d
e

co
o
rd
en
a
d
a
s
d
e
c^a
m
era
ou
d
o
o
b
serva
d
o
r
(view
ing-reference
co-

ordinate
system
{
V
R
C
),s~ao
de�nidos
norm
alm
ente
em
fun�c~ao
de
W
C
.

O
eixo
n
coincide
com
a
norm
alV
P
N
do
p
la
n
o
d
e
p
ro
je�c~a
o.
A
pro-

je�c~ao
do
vetor
view
up
vector
{
V
U
P
)
na
dire�c~ao
do
eixo
n
de�ne
o

eixo
v.
E
o
eixo
u
deve
ser
p
erp
endicular
a
v
e
n
.
A
origem
deste

sistem
a
�e
cham
ado
de
p
o
n
to
d
e
refer^en
cia
d
e
v
is~a
o
(view
reference
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point
{
V
R
P
)
em
W
C
.
O
bserve
que
o
vetor
V
U
P
indica,
de
fato,
a

dire�c~ao
sup
erior
da
linha
de
vis~ao.

(V
er
F
ig.
6.14
do
livro-texto
de
Foley.)

O
volum
e
de
vis~ao
corresp
onde
a
um
a
regi~ao
da
cena
de
interesse
que

deve
ser
visualizada,
isto
�e,
que
deve
ser
projetada
sobre
o
p
la
n
o
d
e

p
ro
je�c~a
o.
E
ste
volum
e
dep
ende,
p
ortanto,
do
plano
de
proje�c~ao
(o

plano
u
v),da
janela
de
vis~ao
(w
indow
)
(dada
p
or
(u
m
in ;u
m
a
x ;v
m
in ;v
m
a
x )),

do
tip
o
de
proje�c~ao
(paralela
e
p
ersp
ectiva)
e
do
p
onto
de
refer^encia

de
proje�c~ao
(P
R
P
).
P
ara
lim
itar
os
dois
lados
deste
volum
e,
s~ao
in-

troduzidos
ainda
os
planos
de
corte
dianteiro
(front
clipping
plane)
e

traseiro
(back
clipping
plane).

E
sp
a
�co
d
e
V
is~a
o
N
o
rm
a
liza
d
o
E
ste
espa�co
corresp
onde
ao
volum
e
de

vis~ao
norm
alizado.
N
orm
alm
ente,
projeta-se
os
elem
entos
contidos

neste
espa�co
num
plano,
passando
assim
para
o
espa�co
de
im
agem
.

O
utros
term
os
com
o
espa�co
de
textura
e
espa�co
de
cor
s~ao
com
um
ente

utilizados
na
literatura
sobre
inform
a�c~oes
gr�a�cas,
com
o
verem
os
durante

esta
disciplina.

U
m
a
transform
a�c~ao
que
leva
um
sistem
a
�
para
coincidir
com
um
outro

sistem
�
0,de
m
esm
as
dim
ens~oes,p
ode
ser
de�nida
com
o
concatenac~ao
de
um

conjunto
de
transform
a�c~oes
b�asicas,
com
o
ilustram
os
seguintes
exem
plos.

E
x
em
p
lo
4
.3
A
transform
a�c~ao
T
de
um
a
base
fb
1 ;b
2 ;b
3 g
para
a
base
can^onica

fe
1 ;e
2 ;e
3 g
deve
ser
tal
que

264
1
0
0

0
1
0

0
0
1 375

=
T h
b
1

b
2

b
3 i
:

P
ortanto,

T
= h
b
1

b
2

b
3 i�

1

Sendo
a
m
atriz
[b
1
b
2
b
3 ]
ortogonal,
T
= h
b
1

b
2

b
3 i

t.

E
m
M
ec^anica,
os
^angulos
entre
as
dire�c~oes
da
base
can^onica
e
de
um
a

base
ortonorm
al
s~ao
conhecidos
com
o
^a
n
g
u
lo
s
d
e
E
u
ler.

E
x
em
p
lo
4
.4
E
m
C
om
puta�c~ao
G
r�a�ca,
objetos
de�nidos
no
espa�co
de
ob-

jeto
norm
alm
ente
seguem
a
regra
da
m
~ao-direita
e
os
no
espa�co
de
im
agem
,

a
da
m
~ao-esquerda.
N
este
caso,
�e
m
uito
frequente
a
aplica�c~ao
de
transfro-

m
a�c~oes
entre
estes
dois
sistem
as
durante
o
processo
de
visualiza�c~ao.
P
or
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inspe�c~ao,
�e
f�acil
concluir
que
a
transform
a�c~ao
entre
os
dois
sistem
as
�e
sim
-

plesm
ente
a
de
espelham
ento
em
torno
do
plano
x
y:

C
R
 
L

=
C
L
 
R

= 26664
1
0

0
0

0
1

0
0

0
0
�
1
0

0
0

0
1 37775

.

E
x
em
p
lo
4
.5
M
uitos
pacotes
gr�a�cos
oferecem
facilidades
para
de�nir
as

entidades
gr�a�cas
planares
em
qualquer
unidade
m
�etrica
fam
iliar
�as
apli-

ca�c~oes,
com
o
m
il��m
etro,
cent��m
etro,
m
etro
e
kil^om
etro,
em
bora
que
a
�area

de
vis~ao
(norm
alm
ente,
um
a
tela)
seja
"lim
itada".
E
stes
pacotes
disp~oem
,

ent~ao,
de
um
conjunto
de
fun�c~oes
que
transform
am
as
entidades
de�nidas

pelos
usu�arios
(em
sistem
a
de
coordenadas
do
m
undo
-
w
orld
coordinate
sys-

tem
)
para
entidades
visualiz�aveis
(em
sistem
a
de
coordenadas
do
dispositivo

-
screen
coordinate
system
).

(V
er
F
ig.
5.11
do
livro-texto
de
Foley.)

A
regi~ao
retangular
de
interesse,
que
pretendem
os
visualizar,
�e
denom
i-

nada
a
ja
n
ela
(w
indow
)
e
a
regi~ao
no
dispositivo
de
sa��da,
onde
as
entidades

s~ao
"desenhadas"�e
cham
ada
q
u
a
d
ro
d
e
v
is~a
o
(view
port).
Se
associarm
os

a
cada
um
deles
um
sistem
a
de
refer^encia,
denom
inam
os
o
procedim
ento,

que
m
apeia
os
pontos
de
um
a
janela
para
um
quadro,
com
o
transform
a�c~ao

de
w
indow
para
view
port.

E
sta
transform
a�c~ao
pode
ser
obtida
por
m
eio
de
aplica�c~oes
sucessivas

das
seguintes
transform
a�c~oes
b�asicas:

�
deslocam
ento
da
janela
para
a
origem
,

�
transferir
a
janela
para
o
sistem
a
de
coordenadas
do
quadro,

�
aplicar
a
transform
a�c~ao
de
m
udan�ca
de
escala
sobre
as
coordenadas

da
janela,
para
que
ela
�que
de
m
esm
o
tam
anho
do
quadro
de
sa��da,
e

�
desclocar
a
janela
para
o
quadro.

(V
er
F
igs.
5.12
e
5.13
do
livro-texto
de
Foley.)

E
x
em
p
lo
4
.6
Som
ente
os
pontos
contidos
no
volum
e
de
vis~ao
norm
alizados

s~ao
\im
ageados".
C
om
o
os
pontos
num
a
cena
s~ao
dados
norm
alm
ente
em

coordenadas
de
W
C
e
o
volum
e
de
vis~ao
(de�nido
por
planos
de
corte,
P
R
P
e

a
janela
de
vis~ao)
�e
de�nido
em
coordenadas
de
V
R
C
,precisa-se
transform
ar

os
pontos
da
cena
de
interesse
do
sistem
a
de
W
C
para
o
sistem
a
V
R
C
.
E
sta
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transform
a�c~ao
depende
do
tipo
de
proje�c~ao,
com
o
verem
os
no
C
ap��tulo
5.

P
ara
proje�c~oes
paralelas,
em
que
o
volum
e
de
vis~ao
�e
um
paralelep��pedo,
a

m
atriz
de
transform
a�c~ao
pode
ser
obtida
com
as
seguintes
opera�c~oes:

�
deslocar
o
ponto
V
R
P
�a
origem
de
W
C
,

�
girar
o
sistem
a
V
R
C
de
tal
form
a
que
o
eixo
n
coincida
com
o
eixo
z

de
W
C
,
v
com
o
eixo
y
e
u
com
o
eixo
x
(considerando
que
o
sistem
a

V
R
C
obede�ca
�a
regra
da
m
~ao
direita)
e

�
deslocar
as
coordenadas
x
e
y
dos
raios
de
proje�c~ao
em
rela�c~ao
�a
co-

ordenada
z,
de
form
a
que
eles
�quem
paralelos
ao
eixo
z.

E
x
erc��cio
4
.7
Q
ual
�e
a
transform
a�c~ao
a
ser
aplicado
no
vetor
norm
al
de

um
plano
se
for
aplicado
nele
um
a
transform
a�c~ao
M
?
V
eri�que
a
dire�c~ao

norm
al
do
plano
3x
+
1:5y
+
0:2z
�
4:0
=
0
ap�os
um
a
rota�c~ao
de
45
o
em

torno
da
origem
do
sistem
a.

4
.3

Q
u
a
t�ern
io
s
e
R
o
ta
�c~o
es

O
s
quat�ernios
q
=
a
0 +
ia
1 +
ja
2 +
ka
3
s~ao
de�nidos
no
espa�co
<
4
com
a
base

can^onica
~1
=
[1
0
0
0] t, ~i
=
[0
1
0
0] t, ~j
=
[0
0
1
0] t
e
~k
=
[0
0
0
1] t
e
dotados

de
um
a
estrutura
m
ultiplicativa
de�nida
conform
e
o
seguinte
esquem
a:

~1

~i

~j

~k

~1

~1

~i

~j

~k

~i

~i

�
~1

~k

�
~j

~j

~j

�
~k

�
~1

~i

~k

~k

~j

�
~i

�
~1

D
izem
os
que
a
0
�e
a
p
a
rte
rea
l
ou
esca
la
r
e
~a
=
ia
1
+
ja
2
+
ka
3 ,
a

p
a
rte
p
u
ra
ou
v
eto
ria
l.
U
m
quat�ernio
que
tem
a
parte
real
nula
�e
deno-

m
inado
q
u
a
t�ern
io
p
u
ro.
Sim
ilar
aos
n
�um
eros
com
plexos,o
co
n
ju
g
a
d
o
do

quat�ernio
a
0 +
~a
�e
q
=
a
0 �
~a
e
o
quadrado
da
sua
norm
a
jqj 2
=
a
20 +
a
21 +
a
22 +
a
23 .

O
in
v
erso
m
ultiplicativo
�e
de�nido
p
or
q
�
1
=

q
jqj
2 .

S~ao
de�nidas
entre
dois
quat�ernios
q
1
=
a
0 +
~a
e
q
2
=
b
0 +
~b
as
op
era�c~oes

A
d
i�c~a
o
:
q
1
+
q
2
=
(a
0
+
b
0 )
+
(~a
+
~b),
que
p
ode
ser
expressa
com
uso
de

nota�c~ao
m
atricial�e26664

a
0
+
b
0

a
1
+
b
1

a
2
+
b
2

a
3
+
b
3 37775

= 26664
a
0

a
1

a
2

a
3 37775

+ 26664
b
0

b
1

b
2

b
3 37775
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M
u
ltip
lica
�c~a
o
:
q
r
=
q
1 q
2
=
(a
0
+
b
0
�
(~a
� ~b))
+
(a
0 ~b
+
b
0 ~a
+
~a
�
~b).
E
m

nota�c~ao
m
atricial,
tem
os

26664
q
0;r

q
1;r

q
2;r

q
3;r 37775

=

26664
a
0

�
a
1

�
a
2

�
a
3

a
1

a
0

�
a
3

�
a
2

a
2

a
3

a
0

�
a
1

a
3

�
a
2

a
1

a
0 37775 26664

b
0

b
1

b
2

b
3 37775

=

h
a
0

a
1

a
2

a
3 i 26664

b
0

b
1

b
2

b
3

�
b
1

b
0

�
b
3

b
2

�
b
2

b
3

b
0

�
b
1

�
b
3

�
b
2

b
1

a
0 37775

:

A
prim
eira
m
ultiplica�c~ao
�e
conhecida
com
o
m
u
ltip
lica
�c~a
o
esq
u
erd
a

que
corresp
onde
a
um
a
transrom
a�c~ao
linear
L
a (b)
associando
q
2
a
q
1 q
2

e
a
segunda,
m
u
ltip
lica
�c~a
o
d
ireita
R
b (a)
que
m
ap
eia
q
1
a
q
1 q
2 .

A
n�alogo
aos
n
�um
eros
com
plexos
p
odem
os
representar
geom
etricam
ente

os
quat�ernios
unit�arios
sobre
um
a
hip
eresfera
unit�aria
em
<
4.
Se
de�nirm
os

~I
=
iu
1 +
ju
2 +
ku
3
com
u
21 +
u
22 +
u
23
=
1,p
odem
os
escrever
q
na
form
a
a
0 +
�
~I.

Se
adicionalm
ente
jqj
=
r,
ent~ao
existe
�
tal
que
a
0
=
rcos�
e
�
=
rsen
�.

Isso
signi�ca
que
p
odem
os
escrever
q
na
form
a
p
olar
r(cos�
+
~Isen
�)
=
re
~I�,

o
que
p
oder�a
sim
pli�car
as
m
ultiplica�c~oes
entre
os
quat�ernios.

�E
p
oss��vel
dem
onstrar
que
se
representarm
os
cada
p
onto
no
espa�co
<
3

com
o
um
quat�ernio
puro
P
=
[0
x
y
z] t,
um
a
rota�c~ao
T
(P
)
deste
p
onto
de

um
^angulo
igual
a
2�
em
torno
de
um
vetor
~I
que
passa
p
ela
origem
p
ode

ser
dada
p
or

T
(P
)
=
aP
a
�
1;on
dea
=
re
~I�;

r
>
0
e
~I
2
=
�
1:

E
x
erc��cio
4
.8
C
om
uso
de
quat�ernios,
obt�em
o
efeito
da
sequ^encia
de
duas

rota�c~oes:
(1)
rota�c~ao
em
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