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3.2.1 Curvas e Superficies de Bézier

Geometricamente, os pontos sobre as curvas de Bézier de grau n P(t),t
[0,1] sio obtidos através da combinagio convexa de um conjunto fixo de
pontos {Fy, P, - -+, P, } chamados pontos de controle com uso de fungoes
de Bernstein

E comum denominar a sequéncia dos pontos de controle de poligono de
controle.
(Ver Fig. 11.19 do livro-texto de Foley.)

Exercicio 3.8 Por que dizemos que a curva de Bézier é uma combinagio
conveza dos seus pontos de controle?

Exemplo 3.5 Uma defini¢io paramétrica de pardbolas é

o) =(1-1)" y(t)="1*

que pode ser expressa na base de Bernstein como combinagdo conveza dos

ontos L 0 e 0
s oo 1
RECEERR! 0 0
P(t) = W |~ [ o Bay(t) + 0 Baa(t) + 1 Ba(t)

Entre as propriedades das curvas de Bézier temos:
e interpolagio dos pontos extermos

o 05 vetores tangentes dos pontos extremos tem a mesma dire¢io dos
segmentos do poligono de controle.

o estd sempre localizado no fecho convexo do poligono de controle.

e ¢ invariante (em relacdo ao poligono de controle) sob transformacoes
lineares.

e 6 invariante (em relagao ao poligono de controle) sob deslocamentos.

Exercicio 3.9 Dados quatro pontos de controle [1.0 1.0], [2.0 3.0]¢, [4.0 3.0]!

e [3.0 1.0]" de uma curva de Bézier. Determina P(0), P(0.15), P(0.35),
P(0.5), P(0.65), P(0.85) e P(1.0).
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Por processo generativo (deslocando uma curva de Bézier ao longo da
outra) podemos ainda obter superficies de Bézier P(u,v) com uso de fungdes
de Bernstein através da combinagao convexa entre os pontos resultantes da
combinagao convexa dos pontos de controle

n

P(u,v) MU MU 0,5 (1)) Bm,i ().
i=0 j

O reticulado de pontos de controle P;; definem a malha de controle da
superficie.

(Ver Figs. 11.39 e 11. 42 do livro-texto de Foley.)

Exercicio 3.10 Dados os 16 pontos de controle de uma superficie de Bézier

(-15,0,15) (-15,5,5) (~15,5,5) (~15,0,-15)
(-5,5,15) (-5,5,5) (-5,5,-5) (-5,5,~15)
(5, m s (5,55  (5,5-5) (55 Ls

(15,0,15)  (15,5,5)  (15,5,-5)  (15,0,-15)

Determine os pontos P(0,0), P(0.25,0.25), P(0.5,0.25), P(0.75,0.75), P(1.0,1.0).

Observagao 3.2 Para visualizar curvas (superficies), é comum subdividi-
las em n segmentos (nm facetas) pequenos. Sendo em representa¢do pa-
ramétrica, uma forma seria fizar as variagoes dos parametros em intervalos
constantes, Au (Au e Av), e calcular os pontos P(iAu) (P(iAu, jAv)) com
ie{0,1,---,n} (i€{0,1,---,n} eje{0,1,---,m}).
(Ver Figs. 11.35 e 11.44 do livro-texto de Foley.)

Hd, porém, técnicas computacionalmente muito mais eficientes como
algoritmo de DeCasteljau para subdivisao, que nio discutiremos nesta
disciplina.
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3.2.2 Curvas e Superficies de B-Splines

As curvas de Bézier sdo definidas sobre um intervalo de suporte, usualmente
[0,1]. As curvas de B-splines de grau n podem, por sua vez, descrever uma
sequéncia de curvas de Bézier de grau n conectadas suavemente entre si
(continuidade C™~1). Como os intervalos de definicio das curvas de Bézier
que compdem a curva B-spline podem ser varidveis, é possivel obter curvas
que visualmente apresentam uma complexidade maior.
(Ver Fig. 11.22 do livro-texto de Foley.)

Analiticamente, é possivel representar uma curva de B-spline de ordem
k (grau (k — 1)) definida sobre o intevalo [t;,t,+5+1) com 0s nds t1 < ty <
-+ < tpyg+1 como uma combinacao convexa de n+ 1 pontos de controle P;
utilizando funcdes N; j(t) de suporte limitado

n+l
P(t) = 3 PiN;(1):

Observagdo 3.3 O vetor [t) ty t3 -+ tyipt1] € conhecido como vetor de
nés.

A fungdo Njj(t), também conhecida como fungdo de base, pode ser
definida recursivamente a partir de

1 set; <t<tin

Nia(t) = 0 caso contrario.

s

Nig (t) = (t— ?.VZN.,\THQV + (tisk— Sgt%\_ﬁv.
tiyg — ti tivk = tig1
E adotada ainda a convengao m =0. Observe que N; i (t) depende da ordem
k, do intervalo de nds sobre o qual ela é definida e do espagamento entre os

nés.
(Ver Fig. 11.26 do livro-texto de Foley.)

Exemplo 3.6 Dado o vetor de nds & = [0 12 3 45 6] sobre o eizo
de parametro u. Determine as fungoes de base Ny3(u), Nag(u), Nag(u) e
2@?&.

Sabemos que Nj1(u) = 0 nos intervalos que ndo sejam contemplados na
sequinte definigao:
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Niy(w) = Lte[o,l)
ZNLAS = I,te ?.wu
2?;5 = 1,te EL&
N,DLAS = 1Lte Tf&
Nsi(u) = Lte[4)
Nei(u) = 1Ltel56)

Ainda pela defini¢io, temos

_ (= t)Nu(w) | iz = ) Nit1,1(

tit1 =t titvo — tit1

Nia

Substituindo corretamente os valores de N (u) para cada intervalo, obtemos

C(t=t)Na(u) | (3=t Nog(w) [t te0.1)
Mafe) = ===+ . t \M N ﬁ (2-1), te[1,2)
_(t=t)Nop(w) | (B —HNsa(w) _ [ (t-1), te[L,2)
Nao(u) = bt T bt - ﬁ (3-1), te2,3)
_ot)Naaw) (s -tNu(w) _ [ (t-2), te[23)
2&.%5 - ? - wu * wm - ? B ﬁ TP - 34 te B.&
B Q - FLZ&,;:V Qm - WVZPH _ Q - wv, te 315
Nl = = T ﬁ (5-1), tel4s)
_ (t=15)N5,1(u) . (tr = t)Noa(w) ﬁ (t-4), te[3,4)
- tg —t5 tr — 16 B ﬁm\wy Nmﬁ?mu

Ainda pela defini¢do, temos

(E=t)Nia(u) | (tigs = )Nis1a(u)

tivg — i titg —tis1

Nig(u) =

Substituindo corretamente os valores de Nj »(u) para cada intervalo, obtemos

e teln,1)
erﬁ:u ” EATE, wm?vwv

2
Bt te23)




EA978 — notas de aula — FEEC' — 1° SEM/2003 (Ting) 37

: tell2)

| e s
s te3,4)

2 te2.3)

= AM‘NVMH‘MIELNZ, te[3,4)
EtE-t) te4,5)

)i te[3,9)

Nyg(w) = § (2060 6000 ey 5)
(o=t)=1) te5,6)

Observe que o mimero de intervalos de suporte de uma fungdo N (t) ¢
iqual a k ¢ o grau da fungdo € igual a (k —1).

Exercicio 3.11 Mostre que as fungées Nyy4(t), No4(t), Naa(t) e Nyu(t)
definidas sobre o vetor de nés [0 000111 1] sdo equivalentes ds fungoes
Bi(t),B3,1(t), Bsa(t) e Baa(t).

Observagao 3.4 Hd mais opgdes para manipular as curvas B-splines que
as curvas de Bézier. Nas curvas de Bézier, as formas geométricas podem
ser alteradas pelos pontos de controle e pelo grau da curva. Nas curvas
B-splines, além destes dois conjuntos de varidveis, as formas podem ser
afetadas através do espacamento dos intervalos entre t; e tiy1. Quando os
espacamentos forem iguais, dizemos que sdo curvas B-splines uniformes;
caso contrdrio, curvas B-splines ndo-uniformes.

(Ver Fig. 11.27 do livro-texto de Foley.)

Uma curva B-spline C de ordem k é equivalente a uma sequéncia de
curvas de Bézier de grau (k — 1), pois foi demonstrado que a partir do
poligono de controle de C pode-se obter os poligonos de controle das curvas
de Bézier por subdivisdes sucessivas, como ilustra a seguinte figura de uma
curva B-spline de ordem 4 (ctibica) constituida por 3 curvas de Bézier ciibica
suavemente conectadas. Os pontos extremos de cada poligono de controle
(marcas em preto, branco e vermelho) foram obtidos com uso do esquema
de DeBoor que nao detalharemos no escopo desta disciplina.
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Exercicio 3.12 Dados quatro pontos de controle [1 1], [2 3]*, [4 3]t e [3 1]
e o vetor de nds [0 0 1 3 5 5]. Determine P(1.5), P(2.5) e P(4.5).

Exemplo 3.7 Neste ezemplo ilustramos como se obtém os poligonos de con-
trole de curvas de Bézier, de grau 1 a 4, a partir de wm mesmo poligono de

Siﬂ&mmize&%% @%\% 55“339
P, 4

p f

De forma andloga as superficies de Bézier, as superficies B-splines podem
ser obtidas de forma generativa através do deslocamento das curvas de B-
splines no espago, por uma malha de pontos de controle P;:

m+1 n+l

P(u,0) = ) () PiiNjk () Nig (0)-
i=1 j=1
Observagao 3.5 0 algoritmo de Boor ¢ um algoritmo similar ao al-
goritmo de DeCasteljau para computar os pontos das curvas e superficies
B-splines usando somente combinagdes lineares sucessivas.




