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3
.2
.1

C
u
rv
a
s
e
S
u
p
erf��cies
d
e
B
�ezier

G
eom
etricam
ente,
os
p
ontos
sobre
as
curvas
de
B
�ezier
de
grau
n
P
(t);t
2

[0;1]
s~ao
obtidos
atrav�es
da
com
bina�c~ao
convexa
de
um
conjunto
�xo
de

p
ontos
fP
0 ;P
1 ;���;P
n g
cham
ados
p
o
n
to
s
d
e
co
n
tro
le
com
uso
de
fun�c~oes

de
B
ernstein

P
(t)
=

n
Xi=

0
B
n
;i (t)P
i :

�E
com
um
denom
inar
a
sequ^encia
dos
p
ontos
de
controle
de
p
o
l��g
o
n
o
d
e

co
n
tro
le.

(V
er
F
ig.
11.19
do
livro-texto
de
Foley.)

E
x
erc��cio
3
.8
P
or
que
dizem
os
que
a
curva
de
B
�ezier
�e
um
a
com
bina�c~ao

convexa
dos
seus
pontos
de
controle?

E
x
em
p
lo
3
.5
U
m
a
de�ni�c~ao
param
�etrica
de
par�abolas
�e

x(t)
=
(1
�
t) 2

y(t)
=
t 2

que
pode
ser
expressa
na
base
de
B
ernstein
com
o
com
bina�c~ao
convexa
dos

pontos "
10 #, "
00 #

e "
01 #

P
(t)
= "
x(t)

y(t) #
= "
10 #

B
2;0 (t)
+ "
00 #

B
2;1 (t)
+ "
01 #

B
2;2 (t)

E
ntre
as
propriedades
das
curvas
de
B
�ezier
tem
os:

�
interp
ola�c~ao
dos
p
ontos
exterm
os

�
os
vetores
tangentes
dos
p
ontos
extrem
os
tem
a
m
esm
a
dire�c~ao
dos

segm
entos
do
p
ol��gono
de
controle.

�
est�a
sem
pre
localizado
no
fecho
convexo
do
p
ol��gono
de
controle.

�
�e
invariante
(em
rela�c~ao
ao
p
ol��gono
de
controle)
sob
transform
a�c~oes

lineares.

�
�e
invariante
(em
rela�c~ao
ao
p
ol��gono
de
controle)
sob
deslocam
entos.

E
x
erc��cio
3
.9
D
ados
quatro
pontos
de
controle
[1:0
1:0] t,[2:0
3:0] t,[4:0
3:0] t

e
[3:0
1:0] t
de
um
a
curva
de
B
�ezier.
D
eterm
ina
P
(0),
P
(0:15),
P
(0:35),

P
(0:5),
P
(0:65),
P
(0:85)
e
P
(1:0).
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P
or
processo
generativo
(deslocando
um
a
curva
de
B
�ezier
ao
longo
da

outra)
p
odem
os
ainda
obter
sup
erf��cies
de
B
�ezier
P
(u
;v)
com
uso
de
fun�c~oes

de
B
ernstein
atrav�es
da
com
bina�c~ao
convexa
entre
os
p
ontos
resultantes
da

com
bina�c~ao
convexa
dos
p
ontos
de
controle

P
(u
;v)
=

mXi=
0 (

n
Xj=

0
P
ij B
n
;j (u))B
m
;i (v):

O
reticulado
de
p
ontos
de
controle
P
ij
de�nem
a
m
a
lh
a
d
e
co
n
tro
le
da

sup
erf��cie.

P
0;0

P
0;1

P
0;2

P
1;0

P
1;1

P
1;2

P
2;0

P
2;1

P
2;2

(V
er
F
igs.
11.39
e
11.42
do
livro-texto
de
Foley.)

E
x
erc��cio
3
.1
0
D
ados
os
16
pontos
de
controle
de
um
a
superf��cie
de
B
�ezier

26664
(�
15;0;15)
(�
15;5;5)
(�
15;5;�
5)
(�
15;0;�
15)

(�
5;5;15)

(�
5;5;5)

(�
5;5;�
5)

(�
5;5;�
15)

(5;5;15)

(5;5;5)

(5;5;�
5)

(5;5;�
15)

(15;0;15)

(15;5;5)

(15;5;�
5)

(15;0;�
15)

37775

D
eterm
ine
os
pontos
P
(0;0),
P
(0:25;0:25),
P
(0:5;0:25),
P
(0:75;0:75),
P
(1:0;1:0).

O
b
serva
�c~a
o
3
.2
P
ara
visualizar
curvas
(superf��cies),
�e
com
um
subdivid��-

las
em
n
segm
entos
(n
m
facetas)
pequenos.
Sendo
em
representa�c~ao
pa-

ram
�etrica,
um
a
form
a
seria
�xar
as
varia�c~oes
dos
par^am
etros
em
intervalos

constantes,
�
u
(�
u
e
�
v),
e
calcular
os
pontos
P
(i�
u)
(P
(i�
u
;j�
v))
com

i
2
f0;1;���;n
g
(i
2
f0;1;���;n
g
e
j
2
f0;1;���;m
g).

(V
er
F
igs.
11.35
e
11.44
do
livro-texto
de
Foley.)

H
�a,
por�em
,
t�ecnicas
com
putacionalm
ente
m
uito
m
ais
e�cientes
com
o

a
lg
o
ritm
o
d
e
D
eC
a
stelja
u
para
subdivis~ao,
que
n~ao
discutirem
os
nesta

disciplina.
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3
.2
.2

C
u
rv
a
s
e
S
u
p
erf��cies
d
e
B
-S
p
lin
es

A
s
curvas
de
B
�ezier
s~ao
de�nidas
sobre
um
intervalo
de
sup
orte,usualm
ente

[0;1].
A
s
curvas
de
B
-splines
de
grau
n
p
odem
,
p
or
sua
vez,
descrever
um
a

sequ^encia
de
curvas
de
B
�ezier
de
grau
n
conectadas
suavem
ente
entre
si

(continuidade
C
n
�

1).
C
om
o
os
intervalos
de
de�ni�c~ao
das
curvas
de
B
�ezier

que
com
p~oem
a
curva
B
-spline
p
odem
ser
vari�aveis,�e
p
oss��vel
obter
curvas

que
visualm
ente
apresentam
um
a
com
plexidade
m
aior.

(V
er
F
ig.
11.22
do
livro-texto
de
Foley.)

A
naliticam
ente,
�e
p
oss��vel
representar
um
a
curva
de
B
-spline
de
ordem

k
(grau
(k
�
1))
de�nida
sobre
o
intevalo
[t1 ;tn
+
k+
1 )
com
os
n�os
t1
<
t2
<

���
<
tn
+
k+
1
com
o
um
a
com
bina�c~ao
convexa
de
n
+
1
p
ontos
de
controle
P
i

utilizando
fun�c~oes
N
i;k (t)
de
sup
orte
lim
itado

P
(t)
=

n
+
1
Xi=

1
P
i N
i;k (t):

O
b
serva
�c~a
o
3
.3
O
vetor
[t1
t2
t3
���
tn
+
k+
1 ]
�e
conhecido
com
o
v
eto
r
d
e

n
�o
s.A

fun�c~ao
N
i;k (t),
tam
b�em
conhecida
com
o
fu
n
�c~a
o
d
e
b
a
se,
p
ode
ser

de�nida
recursivam
ente
a
partir
de

N
i;1 (t)
= (
1

se
ti
�
t
<
ti+
1

0
caso
con
tr�ario:

e

N
i;k (t)
=
(t
�
ti )N
i;k
�

1 (t)

ti+
k
�

1
�
ti

+
(ti+
k
�
t)N
i+
1;k
�

1 (t)

ti+
k
�
ti+
1

:

�E
adotada
ainda
a
conven�c~ao
00
=
0.
O
bserve
que
N
i;k (t)
dep
ende
da
ordem

k,
do
intervalo
de
n�os
sobre
o
qual
ela
�e
de�nida
e
do
espa�cam
ento
entre
os

n�os.

(V
er
F
ig.
11.26
do
livro-texto
de
Foley.)

E
x
em
p
lo
3
.6
D
ado
o
vetor
de
n�os
~u
=
[0
1
2
3
4
5
6]
sobre
o
eixo

de
par^am
etro
u.
D
eterm
ine
as
fun�c~oes
de
base
N
13 (u),
N
23 (u),
N
33 (u)
e

N
43 (u).

Sabem
os
que
N
i;1 (u)
=
0
nos
intervalos
que
n~ao
sejam
contem
plados
na

seguinte
de�ni�c~ao:
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N
1;1 (u)
=

1;t
2
[0;1)

N
2;1 (u)
=

1;t
2
[1;2)

N
3;1 (u)
=

1;t
2
[2;3)

N
4;1 (u)
=

1;t
2
[3;4)

N
5;1 (u)
=

1;t
2
[4;5)

N
6;1 (u)
=

1;t
2
[5;6)

A
inda
pela
de�ni�c~ao,
tem
os

N
i;2 (u)
=
(t�
ti )N
i;1 (u)

ti+
1
�
ti

+
ti+
2
�
t)N
i+
1;1 (u)

ti+
2
�
ti+
1

:

Substituindo
corretam
ente
os
valores
de
N
i;1 (u)
para
cada
intervalo,
obtem
os

N
1;2 (u)
=
(t�
t1 )N
1;1 (u)

t2
�
t1

+
(t3
�
t)N
2;1 (u)

t3
�
t2

=

(
t;

t
2
[0;1)

(2
�
t);
t
2
[1;2)

N
2;2 (u)
=
(t�
t2 )N
2;1 (u)

t3
�
t2

+
(t4
�
t)N
3;1 (u)

t4
�
t3

=

(
(t�
1);
t
2
[1;2)

(3
�
t);
t
2
[2;3)

N
3;2 (u)
=
(t�
t3 )N
3;1 (u)

t4
�
t3

+
(t5
�
t)N
4;1 (u)

t5
�
t4

=

(
(t�
2);
t
2
[2;3)

(4
�
t);
t
2
[3;4)

N
4;2 (u)
=
(t�
t4 )N
4;1 (u)

t5
�
t4

+
(t6
�
t)N
5;1 (u)

t6
�
t5

=

(
(t�
3);
t
2
[3;4)

(5
�
t);
t
2
[4;5)

N
5;2 (u)
=
(t�
t5 )N
5;1 (u)

t6
�
t5

+
(t7
�
t)N
6;1 (u)

t7
�
t6

=

(
(t�
4);
t
2
[3;4)

(6
�
t);
t
2
[5;6)

A
inda
pela
de�ni�c~ao,
tem
os

N
i;3 (u)
=
(t�
ti )N
i;2 (u)

ti+
2
�
ti

+
(ti+
3
�
t)N
i+
1;2 (u)

ti+
3
�
ti+
1

:

Substituindo
corretam
ente
os
valores
de
N
i;2 (u)
para
cada
intervalo,
obtem
os

N
1;3 (u)
=

8><>:
t
22

;

t
2
[0;1)

t(2
�

t)
2

+
(3
�

t)(t
�

1)

2

;
t
2
[1;2)

(3
�

t)(3
�

t)

2

;

t
2
[2;3)
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N
2;3 (u)
=

8>><>>:
(t
�

1)
2

2

;

t
2
[1;2)

(t
�

1)(3
�

t)

2

+
(4
�

t)(t
�

2)

2

;
t
2
[2;3)

(4
�

t)(4
�

t)

2

;

t
2
[3;4)

N
3;3 (u)
=

8>><>>:
(t
�

2)
2

2

;

t
2
[2;3)

(t
�

2)(4
�

t)

2

+
(5
�

t)(t
�

3)

2

;
t
2
[3;4)

(5
�

t)(5
�

t)

2

;

t
2
[4;5)

N
4;3 (u)
=

8>><>>:
(t
�

3)
2

2

;

t
2
[3;4)

(t
�

3)(5
�

t)

2

+
(6
�

t)(t
�

4)

2

;
t
2
[4;5)

(6
�

t)(6
�

t)

2

;

t
2
[5;6)

O
bserve
que
o
n�um
ero
de
intervalos
de
suporte
de
um
a
fun�c~ao
N
i;k (t)
�e

igual
a
k
e
o
grau
da
fun�c~ao
�e
igual
a
(k
�
1).

E
x
erc��cio
3
.1
1
M
ostre
que
as
fun�c~oes
N
1;4 (t),
N
2;4 (t),
N
3;4 (t)
e
N
4;4 (t)

de�nidas
sobre
o
vetor
de
n�os
[0
0
0
0
1
1
1
1]
s~ao
equivalentes
�as
fun�c~oes

B
3;0 (t),B
3;1 (t),
B
3;2 (t)
e
B
3;3 (t).

O
b
serva
�c~a
o
3
.4
H
�a
m
ais
op�c~oes
para
m
anipular
as
curvas
B
-splines
que

as
curvas
de
B
�ezier.
N
as
curvas
de
B
�ezier,
as
form
as
geom
�etricas
podem

ser
alteradas
pelos
pontos
de
controle
e
pelo
grau
da
curva.
N
as
curvas

B
-splines,
al�em
destes
dois
conjuntos
de
vari�aveis,
as
form
as
podem
ser

afetadas
atrav�es
do
espa�cam
ento
dos
intervalos
entre
ti
e
ti+
1 .
Q
uando
os

espa�cam
entos
forem
iguais,
dizem
os
que
s~ao
cu
rva
s
B
-sp
lin
es
u
n
ifo
rm
es;

caso
contr�ario,
cu
rva
s
B
-sp
lin
es
n
~a
o
-u
n
ifo
rm
es.

(V
er
F
ig.
11.27
do
livro-texto
de
Foley.)

U
m
a
curva
B
-spline
C
de
ordem
k
�e
equivalente
a
um
a
sequ^encia
de

curvas
de
B
�ezier
de
grau
(k
�
1),
p
ois
foi
dem
onstrado
que
a
partir
do

p
ol��gono
de
controle
de
C
p
ode-se
obter
os
p
ol��gonos
de
controle
das
curvas

de
B
�ezier
p
or
sub
divis~oes
sucessivas,
com
o
ilustra
a
seguinte
�gura
de
um
a

curva
B
-spline
de
ordem
4
(c�ubica)
constitu��da
p
or
3
curvas
de
B
�ezier
c�ubica

suavem
ente
conectadas.
O
s
p
ontos
extrem
os
de
cada
p
ol��gono
de
controle

(m
arcas
em
preto,
branco
e
verm
elho)
foram
obtidos
com
uso
do
esquem
a

de
D
eB
oor
que
n~ao
detalharem
os
no
escop
o
desta
disciplina.
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9
8

7
6

5

Intervalos de suporte

0
1

2
3

4

P
1

P
2

P
3

P
4

P
5

P
6

N
1;4 (t)

N
2;4 (t)

N
3;4 (t)

N
4;4 (t)

N
5;4 (t)

N
6;4 (t)

E
x
erc��cio
3
.1
2
D
ados
quatro
pontos
de
controle
[1
1] t,
[2
3] t,
[4
3] t
e
[3
1] t

e
o
vetor
de
n�os
[0
0
1
3
5
5].
D
eterm
ine
P
(1:5),
P
(2:5)
e
P
(4:5).

E
x
em
p
lo
3
.7
N
este
exem
plo
ilustram
os
com
o
se
obt�em
os
pol��gonos
de
con-

trole
de
curvas
de
B
�ezier,
de
grau
1
a
4,
a
partir
de
um
m
esm
o
pol��gono
de

controle
e
um
vetor
de
n�os
uniform
e.

P
1

P
2

P
3

P
4

P
5

P
6

P
7

P
1

P
2

P
3

P
4

P
5

P
6

P
7

P
1

P
2

P
3

P
4

P
5

P
6

P
7

P
1

P
2

P
3

P
4

P
5

P
6

P
7

D
e
form
a
an�aloga
�as
sup
erf��cies
de
B
�ezier,as
sup
erf��cies
B
-splines
p
odem

ser
obtidas
de
form
a
generativa
atrav�es
do
deslocam
ento
das
curvas
de
B
-

splines
no
espa�co,
p
or
um
a
m
alha
de
p
ontos
de
controle
P
ij :

P
(u
;v)
=

m
+
1

Xi=
1

( n
+
1
Xj=

1
P
ij N
j;k
1 (u))N
i;k
2 (v):

O
b
serva
�c~a
o
3
.5
O
a
lg
o
ritm
o
d
e
B
o
o
r
�e
um
algoritm
o
sim
ilar
ao
al-

goritm
o
de
D
eC
asteljau
para
com
putar
os
pontos
das
curvas
e
superf��cies

B
-splines
usando
som
ente
com
bina�c~oes
lineares
sucessivas.


