
C
a
p��tu
lo
3

M
o
d
ela
g
em
G
eo
m
�etrica

M
odelos
geom
�etricos
s~ao
p
e�cas
fundam
entais
em
s��ntese
e
an�alise
de
im
a-

gens.
E
m
term
os
de
algoritm
os
de
s��ntese
(ou
determ
ina�c~ao
sint�etica
da

lum
in^ancia/brilh^ancia),
duas
inform
a�c~oes
geom
�etricas
s~ao
essenciais:
p
o-

si�c~ao
de
cada
p
onto
(tam
b�em
conhecido
com
v�ertice)
e
o
vetor
norm
al
de

sup
erf��cie
associado
a
cada
p
osi�c~ao.
U
m
dos
focos
de
p
esquisa
na
�area
de

M
odelagem
G
eom
�etrica
�e
prover
m
ecanism
os
m
ais
sim
ples
para
descrever
de

form
a
intuitiva
estas
inform
a�c~oes.
Q
uando
se
trata
de
an�alise
de
im
agens,

os
m
odelos
geom
�etricos
p
odem
ser
utilizados
com
o
a
p
onte
entre
im
agens
e

os
algoritm
so
que
determ
inam
grandezas
geom
�etricas,
com
o
�area
e
volum
e,

dos
ob
jetos
capturados
nas
im
agens.

3
.1

V
�ertices
e
V
eto
res
N
o
rm
a
is

U
m
a
form
a
m
ais
sim
ples,
p
or�em
trabalhosa,
para
descrever
a
geom
etria
de

um
a
sup
erf��cie
�e
aproxim
�a-la
p
or
p
oliedros
de
faces
p
oligonais
orient�aveis.

A
s
aproxim
a�c~oes
m
ais
utilizadas
s~ao
as
quadrilaterias
e
triangulares,
ten-

do
estas
�ultim
as
a
vantagem
de
p
ossuirem
a
propriedade
de
planaridade.

E
sta
descri�c~ao
p
ode
ser
trivialm
ente
im
plem
entada
com
uso
de
duas
listas:

um
a
lista
de
v�ertices
e
a
outra
de
faces.
N
a
lista
de
v�ertices
cada
entrada

cont�em
as
coordenadas
de
um
v�ertice
e
na
lista
de
faces
as
refer^encias
a

estas
entradas.

(V
er
F
ig.
11.3
do
livro-texto
de
Foley.)

E
x
erc��cio
3.1
D
escreva
um
paralelep��pedo
\orient�avel",
isto
�e
de
faces
ori-

ent�aveis,
com
uso
de
8
v�ertices:
[0
0
1] t,
[3
0
1] t,
[3
2
1] t,
[0
2
1] t,
[0
0
0] t,

[3
0
0] t,
[3
2
0] t
e
[0
2
0] t.
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A
orientabilidade
das
faces
p
erm
ite
determ
inar
o
vetor
norm
al~n
de
cada

face
p
or
m
eio
dos
seus
tr^es
v�ertices
~v
1 ,
~v
2
e
~v
3
tom
ados
sequencialm
ente
num

sentido
de
orienta�c~ao
�xo

~n
=
~v
1
~v
2
�
~v
2
~v
3 :

Se
o
p
oliedro
for
um
a
aproxim
a�c~ao
de
um
a
sup
erf��cie
suave,
�e
com
um

determ
inar
o
vetor
norm
al
no
v�ertice
P
com
o
a
m
�edia
dos
vetores
norm
ais

de
todas
as
faces
adjacentes
a
P
.

E
x
erc��cio
3.2
A
proxim
e
um
a
esfera
de
raio
unit�ario
por
um
icosaedro.
D
e-

term
ine
os
v�ertices
do
icosaedro
e
os
vetores
norm
ais
em

1.
20
faces
triangulares.

2.
10
v�ertices.

A
codi�ca�c~ao
da
sup
erf��cie
aproxim
ada
p
or
duas
listas
n~ao
explicita
a
re-

la�c~ao
das
arestas,o
que
di�culta
a
visualiza�c~ao
destes
elem
entos
geom
�etricos.

Se
quiserm
os
visualiz�a-las,terem
os
que
\desenh�a-las"
duas
vezes,p
ercorren-

do
todas
as
faces.
E
struturas
de
dados
m
ais
com
plexas,com
base
em
grafos,

foram
prop
ostas
para
representar
explicitam
ente
as
rela�c~oes
de
adjac^encia

com
o
v�ertice{aresta,
aresta{aresta,
v�ertice{face
e
aresta{face.

(V
er
F
ig.
11.4
do
livro-texto
de
Foley.)

A
estrutura
pioneira
�e
a
estrutura
denom
inada
w
inged-edge
data
structu-

re
com
a
qualfoiintroduzida
o
m
odelo
de
representa�c~ao
p
or
b
ordo
(boundary

representation
)
ou
sim
plesm
ente
B
rep.

E
x
erc��cio
3.3
R
epresente
o
paralelep��pedo
do
E
xerc��cio
3.1
e
a
esfera
do

E
xerc��cio
3.2
usando
o
m
odelo
B
rep.

3
.2

R
ep
resen
ta
�c~o
es
A
n
a
l��tica
s
d
e
C
u
rv
a
s
e
S
u
p
erf��cies

A
s
representa�c~oes
anal��ticas,
al�em
de
prover
um
a
descri�c~ao
m
ais
precisa
e

com
pacta,
nos
p
erm
item
obter
facilm
ente
os
p
ontos
interm
edi�arios
entre
os

v�ertices.
Isso
facilita
a
m
anipula�c~ao
dos
ob
jetos
geom
�etricos.

D
istinguem
-se
tr^es
form
as
para
representar
um
ob
jeto
geom
�etrico:

p
aram
�etricas
:
as
coordenadas
dos
p
ontos
s~ao
fun�c~oes
de
par^am
etros.

im
p��citas
:
a
rela�c~ao
entre
as
n
coordenadas
dos
p
ontos
do
ob
jeto
�e
ex-

pressa
p
or
um
a
fun�c~ao
de
n
vari�aveis.
T
al
fun�c~ao
estab
elece,
de
fato,

o
lu
gar
geom
�etrico
dos
p
ontos
do
ob
jeto.
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ex
p
l��citas
:
um
a
coordenada
�e
dada
explicitam
ente
em
fun�c~ao
de
todas
as

outras.

E
x
em
p
lo
3.1
A
representa�c~ao
do
lugar
geom
�etrico
dos
pontos
de
um
a
es-

fera
de
raio
r
na
form
a

�
param
�etrica:
x
=
rcos�sen
�
,
y
=
rsen
�sen
�
e
z
=
rcos�
.

�
im
pl��cita:
x
2
+
y
2
+
z
2
=
r
2.

�
expl��cita:
z
=
� p
r
2
�
x
2
�
y
2.

E
x
erc��cio
3.4
E
screva
as
tr^es
form
as
de
representa�c~ao
de
um
:

1.
cone;

2.
parabol�oide
el��ptico;
e

3.
toro.

E
m
geral,
um
a
fun�c~ao
n~ao
�e
su�ciente
para
representar
um
a
curva
ou

sup
erf��cie
de
interesse.
C
om
o
solu�c~ao,v�arias
fun�c~oes
s~ao
usadas.
N
este
caso,

em
m
uitas
aplica�c~oes
�e
im
p
ortante
sab
er
a
con
tin
u
id
ad
e
ou
diferenciabi-

lidade
nos
p
ontos
de
\em
enda".
E
m
M
odelagem
G
eom
�etrica
�e
introduzido

o
conceito
de
con
tin
u
id
ad
e
geom
�etrica
para
m
elhor
caracterizar
estes

p
ontos
de
\em
enda"
quando
se
trata
das
fun�c~oes
param
�etricas.

U
m
a
curva
representada
p
or
duas
fun�c~oes
param
�etricas
conectadas
num

p
onto
P
p
ode
ter
as
derivadas
�a
esquerda
e
�a
direita
diferentes.
P
or�em
,

se
existir
um
a
reparam
etriza�c~ao
atrav�es
da
qual
as
derivadas
passam
a
ser

iguais,
dizem
os
que
a
curva
�e
geom
etricam
en
te
con
t��n
u
a
no
p
onto
P
,

m
esm
o
que
ela
n~ao
seja
\diferenci�avel".

E
x
em
p
lo
3.2
U
m
a
curva
f
(t)
de�nida
por

f
(t)
= (
(t;t
2)
para
t
<
0

(2t;4t
2)
para
t
�
0

tem
no
ponto
[0
0] t
com
o
a
derivada
�a
esquerda
[1
0] t
e
com
o
derivada
�a

direita
[2
0] t.
P
ortanto,
a
curva
n~ao
�e
diferenci�avel
no
ponto
[0
0] t.
Se

substituirm
os
2t
por
w
(um
a
reparam
etriza�c~ao),
a
derivada
�a
direita
passa

a
ser
[1
0] t.
C
onclui-se,
ent~ao,
que
a
curva
�e
geom
etricam
ente
cont��nua
em

[0
0] t.
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E
x
erc��cio
3.5
M
ostre
que
as
duas
curvas

f
1 (t)
=
[t
2
�
2t
+
2
t
3
�
2t
2
+
t] t
f
2 (t)
=
[t
2
+
1
t
3] t;
t
2
[0;1]

s~ao
C
1
(diferenci�avel
de
prim
eira
ordem
)
cont��nuas
e
n~ao
G
1
(geom
etrica-

m
ente
cont��nuas
de
prim
eira
ordem
)
no
ponto
f
1 (1)
=
f
2 (0).

O
s
vetores
norm
ais
em
cada
p
onto
de
um
a
sup
erf��cie
param
�etrica
P
(u
;v)

p
odem
ser
obtidos
com
a
exp
eress~ao

~n
fP
(u
;v)g
=
@
P@

u
�
@
P@

v

enquanto
para
representa�c~oes
im
pl��citas
f
(x
;y;z)

~n
f(x
;y;z)g
=
r
f
(x
;y;z)
=
( @
f

@
x
;
@
f

@
y
;
@
f@

z
):

E
x
erc��cio
3.6
D
eterm
ine
o
vetor
norm
al
das
seguintes
superf��cies:

1.
z
2
=
4(x
2
+
y
2);

2.
S
=
[a�
2
2a�
�
] t;
0
�
�
�
�
m
a
x

�
m
in
�
�
�
�
m
a
x ;

3.
e
xcosy
=
10.

P
ropriedades
com
o
robustez
no
processam
ento,
sim
plicidade
na
s��ntese

e
facilidade
na
interpreta�c~ao
foram
decisivas
na
evolu�c~ao
dos
m
odelos
ge-

om
�etricos.
O
s
m
odelos
anal��ticos
m
ais
com
uns
nos
pacotes
gr�a�cos
tem
for-

m
as
param
�etricas
e
as
fun�c~oes
utilizadas
s~ao
p
olinom
iais
cujos
coe�cientes

tem
um
a
sem
^antica
geom
�etrica
b
em
intuitiva.

O
b
serva�c~ao
3.1
N
a
�ultim
a
d�ecada
as
fun�c~oes
im
pl��citas
ganharam
popula-

ridade
na
m
odelagem
de
objetos
\am
orfos"
ou
\m
oles",
denom
inados
blobby

objects.
N
esta
disciplina
detalharem
os
som
ente
a
representa�c~ao
p
or
base
p
olino-

m
ial
de
B
ernstein
{
as
curvas
e
sup
erf��cies
de
B
�ezier
e
B
-splines.
P
ode-se

m
ostrar
que
as
fun�c~oes
de
B
ernstein
fB
n
;0 (t);B
n
;1 (t);���;B
n
;n (t)g
de�nidas

com
o

B
n
;i (t)
=  
ni !

t i(1
�
t) n
�

i=

n
!

i!(n
�
i)! t i(1
�
t) n
�

i

form
am
um
a
base
para
o
espa�co
de
p
olin^om
ios
de
gran
n
,com
a
propriedade

X
B
n
;i (t)
=
1

8
t:
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E
x
em
p
lo
3.3
Q
uando
n
=
2,
as
fun�c~oes

B
2;0 (t)
=

(1
�
t)
2
=
1
�
2t
+
t
2

B
2;1 (t)
=

2t(1
�
t)
=
2t�
2t
2

B
2;2 (t)
=

t
2

constituem
um
a
base
do
espa�co
de
polin^om
ios
de
grau
2.
U
tilizando
a
no-

ta�c~ao
m
atricial,264

B
2;0 (t)

B
2;1 (t)

B
2;2 (t) 375

= h
t
2

t
1 i 264

1

�
2
1

�
2

2

0

1

0

0 375

A
m
atriz
quadrada
�e
tam
b�em
conhecida
com
o
m
atriz-b
ase
d
e
B
�ezier

(q
u
ad
r�atica).

E
x
em
p
lo
3.4
Q
uando
n
=
3,
as
fun�c~oes

B
3;0 (t)
=

(1
�
t)
3
=
1
�
3t+
3t
2
�
t
3

B
3;1 (t)
=

3t(1
�
t)
2
=
3t�
6t
2
+
3t
3

B
3;2 (t)
=

3t
2(1
�
t)
=
3t
2
�
3t
3

B
3;3 (t)
=

t
3

constituem
um
a
base
do
espa�co
de
polin^om
ios
de
grau
3.
U
tilizando
a
no-

ta�c~ao
m
atricial,

26664
B
3;0 (t)

B
3;1 (t)

B
3;2 (t)

B
3;3 (t) 37775

= h
t
3

t
2

t
1 i 26664

�
1

3

�
3
1

3

�
6

3

0

�
3

3

0

0

1

0

0

0 37775

A
m
atriz
quadrada
�e
a
m
atriz-b
ase
d
e
B
�ezier
(c�u
b
ica).

(V
er
F
ig.
11.20
do
livro-texto
de
Foley.)

E
x
erc��cio
3.7
E
sboce
o
gr�a�co
das
3
fun�c~oes
de
B
ernstein
de
grau
2
e
das

4
fun�c~oes
de
B
ernstein
de
grau
3.
V
eri�que
que
a
som
a
das
fun�c~oes
para

qualquer
valor
t
2
[0;1]
�e
igual
a
1!
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3
.2
.1

C
u
rv
a
s
e
S
u
p
erf��cies
d
e
B
�ezier

G
eom
etricam
ente,
os
p
ontos
sobre
as
curvas
de
B
�ezier
de
grau
n
P
(t);t
2

[0;1]
s~ao
obtidos
atrav�es
da
com
bina�c~ao
convexa
de
um
conjunto
�xo
de

p
ontos
fP
0 ;P
1 ;���;P
n g
cham
ados
p
on
tos
d
e
con
trole
com
uso
de
fun�c~oes

de
B
ernstein

P
(t)
=

n
Xi=

0
B
n
;i (t)P
i :

�E
com
um
denom
inar
a
sequ^encia
dos
p
ontos
de
controle
de
p
ol��gon
o
d
e

con
trole.

(V
er
F
ig.
11.19
do
livro-texto
de
Foley.)

E
x
erc��cio
3.8
P
or
que
dizem
os
que
a
curva
de
B
�ezier
�e
um
a
com
bina�c~ao

convexa
dos
seus
pontos
de
controle?

E
x
em
p
lo
3.5
U
m
a
de�ni�c~ao
param
�etrica
de
par�abolas
�e

x(t)
=
(1
�
t)
2

y(t)
=
t
2

que
pode
ser
expressa
na
base
de
B
ernstein
com
o
com
bina�c~ao
convexa
dos

pontos "
10 #, "
00 #

e "
01 #

P
(t)
= "
x(t)

y(t) #
= "
10 #

B
2;0 (t)
+ "
00 #

B
2;1 (t)
+ "
01 #

B
2;2 (t)

E
ntre
as
propriedades
das
curvas
de
B
�ezier
tem
os:

�
interp
ola�c~ao
dos
p
ontos
exterm
os

�
os
vetores
tangentes
dos
p
ontos
extrem
os
tem
a
m
esm
a
dire�c~ao
dos

segm
entos
do
p
ol��gono
de
controle.

�
est�a
sem
pre
localizado
no
fecho
convexo
do
p
ol��gono
de
controle.

�
�e
invariante
(em
rela�c~ao
ao
p
ol��gono
de
controle)
sob
transform
a�c~oes

lineares.

�
�e
invariante
(em
rela�c~ao
ao
p
ol��gono
de
controle)
sob
deslocam
entos.

E
x
erc��cio
3.9
D
ados
quatro
pontos
de
controle
[1:0
1:0] t,[2:0
3:0] t,[4:0
3:0] t

e
[3:0
1:0] t
de
um
a
curva
de
B
�ezier.
D
eterm
ina
P
(0),
P
(0:15),
P
(0:35),

P
(0:5),
P
(0:65),
P
(0:85)
e
P
(1:0).
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P
or
processo
generativo
(deslocando
um
a
curva
de
B
�ezier
ao
longo
da

outra)
p
odem
os
ainda
obter
sup
erf��cies
de
B
�ezier
P
(u
;v)
com
uso
de
fun�c~oes

de
B
ernstein
atrav�es
da
com
bina�c~ao
convexa
entre
os
p
ontos
resultantes
da

com
bina�c~ao
convexa
dos
p
ontos
de
controle

P
(u
;v)
=

mXi=
0 (

n
Xj

=
0

P
ij B
n
;j (u))B
m
;i (v):

O
reticulado
de
p
ontos
de
controle
P
ij
de�nem
a
m
alh
a
d
e
con
trole
da

sup
erf��cie.

(V
er
F
igs.
11.39
e
11.42
do
livro-texto
de
Foley.)

E
x
erc��cio
3.10
D
ados
os
16
pontos
de
controle
de
um
a
superf��cie
de
B
�ezier

26664
(�
15;0;15)
(�
15;5;5)
(�
15;5;�
5)
(�
15;0;�
15)

(�
5;5;15)

(�
5;5;5)

(�
5;5;�
5)

(�
5;5;�
15)

(5;5;15)

(5;5;5)

(5;5;�
5)

(5;5;�
15)

(15;0;15)

(15;5;5)

(15;5;�
5)

(15;0;�
15)

37775

D
eterm
ine
os
pontos
P
(0;0),
P
(0:25;0:25),
P
(0:5;0:25),
P
(0:75;0:75),
P
(1:0;1:0).

O
b
serva�c~ao
3.2
P
ara
visualizar
curvas
(superf��cies),
�e
com
um
subdivid��-

las
em
n
segm
entos
(n
m
facetas)
pequenos.
Sendo
em
representa�c~ao
pa-

ram
�etrica,
um
a
form
a
seria
�xar
as
varia�c~oes
dos
par^am
etros
em
intervalos

constantes,
�
u
(�
u
e
�
v),
e
calcular
os
pontos
P
(i�
u)
(P
(i�
u
;j�
v))
com

i
2
f0;1;���;n
g
(i
2
f0;1;���;n
g
e
j
2
f0;1;���;m
g).

(V
er
F
igs.
11.35
e
11.44
do
livro-texto
de
Foley.)

H
�a,
por�em
,
t�ecnicas
com
putacionalm
ente
m
uito
m
ais
e�cientes
com
o

algoritm
o
d
e
D
eC
asteljau
para
subdivis~ao,
que
n~ao
discutirem
os
nesta

disciplina.

3
.2
.2

C
u
rv
a
s
e
S
u
p
erf��cies
d
e
B
-S
p
lin
es

A
s
curvas
de
B
�ezier
s~ao
de�nidas
sobre
um
intervalo
de
sup
orte,usualm
ente

[0;1].
A
s
curvas
de
B
-splines
de
grau
n
p
odem
,
p
or
sua
vez,
descrever
um
a

sequ^encia
de
curvas
de
B
�ezier
de
grau
n
conectadas
suavem
ente
entre
si

(continuidade
C
n
�

1).
C
om
o
os
intervalos
de
de�ni�c~ao
das
curvas
de
B
�ezier

que
com
p~oem
a
curva
B
-spline
p
odem
ser
vari�aveis,�e
p
oss��vel
obter
curvas

que
visualm
ente
apresentam
um
a
com
plexidade
m
aior.

(V
er
F
ig.
11.22
do
livro-texto
de
Foley.)

A
naliticam
ente,
�e
p
oss��vel
representar
um
a
curva
de
B
-spline
de
grau

k
�
1
(ordem
k)
de�nida
sobre
o
intevalo
[t
1 ;tn
+
k
+
1 )
com
os
n�os
t
1
<
t
2
<
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���
<
tn
+
k
+
1
com
o
um
a
com
bina�c~ao
convexa
de
n
+
1
p
ontos
de
controle
P
i

utilizando
fun�c~oes
N
i;k (t)
de
sup
orte
�nito

P
(t)
=

n
+
1

Xi=
1

P
i N
i;k (t):

O
b
serva�c~ao
3.3
O
vetor
[t
1
t
2
t
3

���
tn
+
k
+
1 ]
�e
conhecido
com
o
vetor
d
e

n
�os.A

seguinte
�gura
ilustra
um
a
curva
B
-spline
de
ordem
4
(c�ubica)
cons-

titu��da
p
or
3
curvas
de
B
�ezier
c�ubica
suavem
ente
conectadas.
O
bserve
que

som
ente
os
p
ontos
de
controle
P
2 ,P
3 ,P
4
e
P
5
inuenciam
na
form
a
da
curva.

6
5

4
3

2
0

1

P
1

P
2

P
3 P

4

P
5

P
6

A
fun�c~ao
N
i;k (t),
tam
b�em
conhecida
com
o
fu
n
�c~ao
d
e
b
ase,
p
ode
ser

de�nida
recursivam
ente
a
partir
de

N
i;1 (t)
= (
1

se
ti
�
t
<
ti+
1

0
caso
con
tr�ario:

e

N
i;k (t)
=
(t
�
ti )N
i;k
�

1 (t)

ti+
k
�

1
�
ti

+
(ti+
k
�
t)N
i+
1;k
�

1 (t)

ti+
k
�
ti+
1

:

�E
adotada
ainda
a
conven�c~ao
00
=
0.

(V
er
F
ig.
11.26
do
livro-texto
de
Foley.)

O
b
serva�c~ao
3.4
H
�a
m
ais
op�c~oes
para
m
anipular
as
curvas
B
-splines
que

as
curvas
de
B
�ezier.
N
as
curvas
de
B
�ezier,
as
from
as
geom
�etricas
podem

ser
alteradas
pelos
pontos
de
controle
e
pelo
grau
da
curva.
N
as
curvas

B
-splines,
al�em
destes
dois
conjuntos
de
vari�aveis,
as
form
as
podem
ser

afetadas
atrav�es
do
espa�cam
ento
dos
intervalos
entre
ti
e
ti+
1 .
Q
uando
os

espa�cam
entos
forem
iguais,
dizem
os
que
s~ao
cu
rvas
B
-sp
lin
es
u
n
iform
es;

caso
contr�ario,
cu
rvas
B
-sp
lin
es
n
~ao-u
n
iform
es.

(V
er
F
ig.
11.27
do
livro-texto
de
Foley.)



E
A
978
|
notas
de
aula
|
F
E
E
C
|
1
o
SE
M
/2003
(T
ing)

36

E
x
erc��cio
3.11
N
a
�gura
anterior,
o
vetor
de
n�os
�e
igualm
ente
espa�cado,

m
ais
precisam
ente
[0
1
2
3
4
5
6].
C
om
o
seriam
os
pol��gonos
de
controle
das

curvas
de
B
�ezier
c�ubicas
que
com
p~oem
a
curva
B
-spline
apresentado
acim
a,

se
o
vetor
de
n�os
for
diferentem
ente
espa�cado
[0
0
0
1
3
4
8
10
10
10]?

E
x
erc��cio
3.12
D
ados
quatro
pontos
de
controle
[1
1] t,
[2
3] t,
[4
3] t
e
[3
1] t

e
o
vetor
de
n�os
[0
0
1
3
5
5].
D
eterm
ine
P
(1:5),
P
(2:5)
e
P
(4:5).

D
e
form
a
an�aloga
�as
sup
erf��cies
de
B
�ezier,as
sup
erf��cies
B
-splines
p
odem

ser
obtidas
de
form
a
generativa
atrav�es
do
deslocam
ento
das
curvas
de
B
-

splines
no
espa�co,
p
or
um
a
m
alha
de
p
ontos
de
controle
P
ij :

P
(u
;v)
=

m
+
1

Xi=
1

( n
+
1

Xj
=
1

P
ij N
j;k
1 (u))N
i;k
2 (v):

O
b
serva�c~ao
3.5
O
algoritm
o
d
e
B
o
or
�e
um
algoritm
o
sim
ilar
ao
al-

goritm
o
de
D
eC
asteljau
para
com
putar
os
pontos
das
curvas
e
superf��cies

B
-splines
usando
som
ente
com
bina�c~oes
lineares.

3
.3

G
eo
m
etria
C
o
n
stru
tiv
a

U
m
a
t�ecnica
apropriada
para
constru�c~ao
de
form
as
com
plexas
p
or
usu�arios

n~ao-sep
ecialistas
�e
a
t�ecnica
construtiva.
E
sta
t�ecnica
caracteriza-se
p
or

obter
um
novo
ob
jeto
a
partir
da
com
bina�c~ao
entre
os
blocos
geom
�etricos

b�asicos,
cham
ados
p
rim
itivas
geom
�etricas.
U
sualm
ente,
os
detalhes
das

representa�c~oes
geom
�etricas
das
prim
itivas
geom
�etricas
e
as
im
plem
enta�c~oes

das
op
era�c~oes
b
ooleanas
(uni~ao,
interse�c~ao
e
diferen�ca)
�cam
transparentes

aos
usu�arios.

C
SG
(C
onstructive
Solid
G
eom
etry)
�e
o
m
odelo
que
segue
o
princ��pio

de
geom
etria
construtiva
m
ais
conhecido.
E
le
com
preende
um
conjunto

de
blocos
s�olidos
elem
entres
(com
o
esfera,
paralelep��p
edo,cilindro
e
cone)
e

um
conjunto
de
op
erad
ores
b
o
olean
os
regu
lares
{
op
eradores
b
ooleanos

(uni~ao,interse�c~ao
e
diferen�ca)
m
odi�cados
para
garantir
o
fecham
ento
destas

op
era�c~oes
sobre
os
s�olidos.

(V
er
F
igs.
12.2
e
12.28
do
livro-texto
de
Foley.)

A
constru�c~ao
de
um
m
odelo
C
SG
�e
naturalm
ente
hier�arquica,
que
p
ode

ser
representada
p
or
um
a
�arvore
bin�aria.
N
esta
�arvore,
os
n�os-folha
re-

presentam
as
prim
itivas
geom
�etricas
e
os
n�os
interm
edi�arios,
os
resultados

interm
edi�arios
de
op
era�coes
b
ooleanas.

(V
er
F
ig.
12.27
do
livro-texto
de
Foley.)
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E
x
erc��cio
3.13
D
escreva
o
logotipo
da
U
nicam
p
com
uso
de
paralelep��pedos

e
cilindros
de
tam
anhos
vari�aveis.
R
epresente
a
sua
descri�c~ao
atrav�es
de

um
a
�arvore
bin�aria.

3
.4

C
la
ssi�
ca
�c~a
o
d
o
E
sp
a
�co
P
a
rticio
n
a
d
o

U
m
a
outra
t�ecnica
apropriada
para
descrever
um
ob
jeto
�e
particionar
o
es-

pa�co
onde
ele
est�a
im
erso
em
c�elulas
e
classi�car
a
ocupa�c~ao
dessas
c�elulas

p
elo
ob
jeto.
O
ob
jeto
�e
ent~ao
representado
p
elo
aglom
erado
das
c�elulas
clas-

si�cadas
com
o
ocupadas.
O
tam
anho
da
c�elula
varia
com
o
interesse
de
cada

aplica�c~ao.
Q
uando
se
trata
de
um
espa�co
bidim
ensional,
a
c�elula
�e
deno-

m
inada
p
ix
el
(picture
elem
ent)
eas
c�elulas
3D
de
um
espa�co
tridim
ensional

s~ao
cham
adas
vox
el
(volum
e
elem
ent).

(V
er
F
igs.
12.20
e
12.21
do
livro-texto
de
Foley.)

Se
o
espa�co
�e
particionado
em
c�elulas
de
m
esm
o
tam
anho,
�e
com
um

utilizar
m
atrizes
para
arm
azenar
os
atributos
de
cada
c�elula.
U
m
a
alterna-

tiva
e�ciente
para
representar
o
espa�co
ocupado
seria,
p
or�em
,
sub
dividir
as

c�elulas
em
tam
anhos
iguais
som
ente
quando
elas
s~ao
parcialm
ente
ocupadas.

(V
er
F
ig.
12.25
do
livro-texto
de
Foley.)

E
ssa
sub
divis~ao
adaptativa
induz
um
a
hierarquia
na
representa�c~ao
das

c�elulas
que
p
ode
ser
descrita
com
uso
de
um
a
�arvore,
cujos
n�os-folha
s~ao

c�elulas
ocupadas.

(V
er
F
igs.
12.22
e
12.23
do
livro-texto
de
Foley.)

P
ara
visualizar
os
ob
jetos
m
odelados
com
o
um
aglom
erado
de
c�elulas,�e

feito
um
pr�e-processam
ento
de
extra�c~ao
das
faces
das
c�elulas
que
corresp
on-

dem
ao
b
ordo
do
ob
jeto.
O
m
�etodo
m
ais
antigo,
ainda
m
uito
utilizado,�e
o

m
�etodo
m
arching
cube.

(V
er
F
ig.
12.20
do
livro-texto
de
Foley.)

E
x
erc��cio
3.14
R
epresente
o
logotipo
da
U
nicam
p
com
o
um
subespa�co
de

um
espa�co
de
c�elulas
de
tam
anhos
iguais.

3
.5

R
ep
resen
ta
�c~a
o
P
o
lin
o
m
ia
l
d
e
S
e�c~o
es
C
^o
n
ica
s

A
s
se�c~oes
c^onicas
ou
sup
erf��cies
quadr�aticas
s~ao
as
form
as
anal��ticas
m
ais

utilizadas
nas
aplica�c~oes
de
E
ngenharia.
E
xceto
as
par�ab
olas,as
elipses
e
as

hip�erb
oles
n~ao
s~ao
p
oss��veis
de
serem
representadas
p
or
fun�c~oes
p
olinom
i-

nais.
E
ntretanto,
p
odem
os
utilizar
o
fato
de
que
qualquer
se�c~ao
c^onica
em

<
2
p
ode
ser
obtida
com
o
a
proje�c~ao
de
um
a
par�ab
ola
em
<
3
e
descrev^e-la
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com
o
um
a
proje�c~ao
de
um
a
cu
rva
d
e
B
�ezier
em
<
3
usando
as
no�c~oes
de

G
eom
etria
P
rojetiva.

U
m
a
form
a
t��pica
para
obter
a
proje�c~ao
de
um
a
�gura
em
<
3
num
plano

�e
escolher
a
origem
do
sistem
a
de
coordenadas
cartesiano
do
<
3

com
o
o

cen
tro
d
e
p
ro
je�c~ao
e
o
plano
z
=
1
com
o
o
plano
de
proje�c~ao.
N
este

caso,
todos
os
p
ontos
(w
x
;w
y;w
) t
ao
longo
de
um
a
linha
que
passa
p
ela

origem
s~ao
projetados
no
p
onto
(x
;y;1)
do
plano
z
=
1
e
todos
os
planos

que
passam
p
ela
origem
s~ao
projetados
num
a
linha
no
plano
z
=
1.
A
s

linhas
paralelas
um
a
linha
l
sobre
o
plano
z
=
1,com
o
linhas
de�nidas
p
elos

p
ontos
(x
;y;0) t,
interceptam
l
em
um
m
esm
o
p
onto
no
in�nito,e
as
outras

linhas
interceptam
z
=
1
em
diferentes
p
ontos
no
�nito.
O
plano
z
assim

de�nido
p
erm
ite
representar
uniform
em
ente
os
p
ontos
no
�nito
e
no
in�nito.

E
le
�e
denom
inado
o
p
lan
o
p
ro
jetivo.

(V
er
F
ig.
5.5
do
livro-texto
de
Foley.)

O
s
p
ontos
de
um
plano
projetivo
s~ao
representados
p
or
tr^es
coordena-

das
ao
inv�es
de
duas
coordenadas.
A
s
tr^es
coordenadas
utilizadas
para

representar
um
p
onto
do
plano
projetivo
�e
conhecido
com
o
co
ord
en
ad
as

h
om
og^en
eas.
P
ara
a
proje�c~ao
que
de�nim
os,
exceto
para
os
p
ontos
no
in-

�nito,as
coordenadas
do
espa�co
usualp
odem
ser
facilm
ente
obtidas
atrav�es

da
divis~ao
das
coordenadas
dos
p
ontos
no
plano
projetivo
p
ela
terceira
co-

ordenada
adicional.
E
sta
terceria
coordenada
�e
conhecida
com
o
p
eso
no

contexto
de
M
odelagem
G
eom
�etrica.

C
om
isso,
p
odem
os
representar
os
p
ontos
de
um
a
se�c~ao
c^onica
com
o
a

proje�c~ao
de
um
a
curva
de
B
�ezier
quadr�atica
P
(t)
=
[w
x(t)
w
y(t)
w
] tde�nida

p
elos
p
ontos
de
controle
[w
0 x
0
w
0 y
0
w
0 ] t,[w
1 x
1
w
1 y
1
w
1 ] t
e
[w
2 x
2
w
2 y
2
w
2 ] t

em
<
3
sobre
plano
z
=
1,
ou
seja,

P
(t)
=
w
0 b
0 B
2;0 (t)
+
w
1 b
1 B
2;1 (t)
+
w
2 b
2 B
2;2 (t)

w
0 B
2;0 (t)
+
w
1 B
2;1 (t)
+
w
2 B
2;2 (t)

;

onde
b
i
=
[x
i
y
i ] t.

A
este
tip
o
de
representa�c~ao,
na
qual
as
coordenadas
de
cada
p
onto
s~ao

obtidas
com
o
divis~ao
de
p
olin^om
ios,denom
ina-se
rep
resen
ta�c~ao
racion
al.

Foi
dem
onstrado
que
quando
a
raz~ao
s
entre
o
segm
ento
de�nido
p
elo

p
onto
m
�edio
M

=
b
0
+
b
2

2

e
o
p
onto
P
(
12 )
e
o
segm
ento
de�nido
p
or
M

e
b
1

for
�
igual
a
12 ,
ent~ao
tem
os
um
a
par�ab
ola.

�
m
enor
que
12 ,
ent~ao
tem
os
um
a
elipse.

�
m
aior
que
12 ,
ent~ao
tem
os
hip�erb
ole.
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M

b
0

b
1b

2

P
(
12 )

E
x
em
p
lo
3.6
A
form
a
param
�etrica
conhecida
de
um
a
circunfer^encia

x
=
r 1
�
t
2

1
+
t
2

y
=
r

2t
1
+
t
2

�e
equivalente
a
um
a
curva
de
B
�ezier
racional
com
os
pontos
de
controle

b
0
=
[r
0] t,
b
1
=
[r
r] t
e
b
2
=
[0
r] t
e
os
pesos
w
0
=
w
1
=
1
e
w
2
=
2.

E
x
erc��cio
3.15
O
bserve
que
os
par^am
etros
do
E
xem
plo
3.6
satisfazem
as

condi�c~oes
de
um
a
elipse.


