Capitulo 2

Matematica em Sistemas
Graficos

Este capitulo tem como objetivo principal revisar alguns conceitos ma-
temdticos que serdo utilizados ao longo desta disciplina.

2.1 Pontos

Um ponto no espaco de n dimensoes pode ser identificado por uma lista de
n valores denominados coordenadas. A forma mais usual é associar estes
valores &s distancias do ponto em relacéio a um conjunto de planos defindo
pelos n eixos ortogonais entre si. Tal sistema de eixos é conhecido como
sistema de coordenadas retangulares ou cartesianas.

No espaco 3D, o sistema de referéncia cartesiano é constituido por 3
eixos que sdo designados, respectivamente, por z, y e z e as coordenadas z,
y e z correspondem, respectivamente, as distancias aos planos yz, Tz e Ty.
Dependendo da designacao, distinguem-se ainda duas orientacoes:

o orientacao mao-direita: ao rotacionarmos os dedos da mao-direita

partindo-se do eixo z para o eixo y, o polegar aponta para a direcao
positiva do eixo z.

e orientagdao mao-esquerda: ao rotacionarmos os dedos da mao-esquerda
partindo-se do eixo x para o eixo y, o polegar aponta para a diregio
positiva do eixo z.

Exercicio 2.1 Dados um ponto sobre um plano e dois sistemas de referéncia

cartesianos associados a este plano, como ilustra o figura abaizo. Quais sio
as coordenadas do ponto P em cada sistema?
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A distancia entre dois pontos Py = (z1,y1,21) € Py = (2,2, 29) dados
no sistema cartesiano pode ser obtida pela expressao:

AP P = Jlos o + (=P + (-2 (21)

Para problemas que envolvem diregdes variadas em relagao a uma origem
O fixa (p6lo), é conveniente especificar a posigio de um ponto P em %3 com
uso de coordenadas polares (r,6, ¢), onde r é a distincia OP e 6 e ¢ sdo
os angulos que a direcdo OP faz em relagao a dois eixos fixos que passam
por O.

Considerando que os eixos de referéncia sejam respectivamente z e z. A
conversao das coordenadas polares para as cartesianas é dada por seguintes
equagoes:

T =rcosfsend y=rsenfsend z=rcospd (2.2)

E das cartesianas para as polares,

r=yz2+y?+22 ¢= arccos” 0= 928@& (2.3)
T T

Em processamento computacional a notagao utilizada para representar
os pontos é um vetor-linha ou vetor-coluna:

X
[z v =] |y
z

Exercicio 2.2 Dados dois pontos Py = [1.0 2.0 =3.0]" ¢ P, = [4.0 1.0 = 1.0}t
em sistemas cartesianos.
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1. Represente-os em sistemas esféricos e cilindricos.

2. Qual € a distancia entre os dois pontos?

2.2 Vetores

Vetor é uma grandeza fisica provida de direio e magnitude (norma). Dois
pontos distintos de um sistema cartesiano P, = (z1,y1,21) € Py = (2, y2,22)
definem um vetor (de deslocamento de P; a P5) PPy em R conforme a
seguinte expressao:

PiPy=Py— Py = (12— 71,92 — y1,2 — 21)-

Exercicio 2.3 Desenhe o vetor definido por dois pontos P, = [2.0 1.0]' e
Py = [6.5 6.0' no sistema 2 do Ezercicio 2.1. Quais sio as coordenadas
dos ponto Py e Py em relagao ao sistema 1 do Ezercicio 2.17 Represente
graficamente o vetor definido pelos pontos Py e Py no sistema 1 e compare-o
com o vetor no sistema 2 do Ezercicio 2.1.

Como os pontos, os vetores podem ser representados por vetor-coluna ou
vetor-linha. Graficamente, os vetores sio representados por um segmento
orientado de Py (ponto inicial) para P, (ponto final). Vale ressaltar aqui
que segmentos com orientagdo e magnitude iguais representam um mesmo
vetor, independentemente da sua posi¢ao no espago.

A magnitude ou norma | @ | de um vetor @ é, por definigio, a distancia
entre os pontos inicial e final, ou seja,

_ﬁiux\aw+aw+gm

Um vetor normalizado 6 um vetor cuja magnitude é igual a 1. A nor-
malizagio de um vetor pode ser obtida com a divisio de cada componente
do vetor pela sua norma.

Dados os vetores @ = [ay ag as]’, b = [by by bs) e & = |
seguintes operagoes algébricas sao definidas:

C n&h. As

>Q~nwo : m._vaT:._vF ag + by S._vomf

Multiplicagio por um escalar o : ad = [aa; aay aas]’;

-

Produto interno ou escalar : @-b=a;b; + ashs +azbs oud-b=|a | b|
cos7, onde v é o dngulo entre os vetores @ e b.
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Produto externo ou vetorial : @ X b = [azbs — agby azhy — arbs arby —
ash)' ou | @x b|=|@|| b seny, onde 7y é o dngulo entre os vetores &
eb A diregao do vetor resultante ¢ perpendicular aos vetores @ e be
obedece a regra da mao-direita ou mao-esquerda.

Produto misto : @- @. x €) é igual ao determinante dos vetores @, bed

Exercicio 2.4 Dados dois vetores a = [1.0 2.0 —3.0]" e b=[4.0 1.0 - 1.0]".
1. Determine o produto escalar de a e b. Esboce o resultado.
2. Determine o produto vetorial de a e b. Esboce o resultado.

3. Determine o produto vetorial de a e b normalizados. Esboce o resultado
e compare-o com o do item anterior.

Exercicio 2.5 Dados trés vetores: a = [2.0 0.0 3.0, a = [0.0 6.0 2.0]" e
a=3.0 3.0 0.0)". Qual é o volume do tetraedro definido por eles?

O conjunto de vetores em R" e o conjunto de nimeros reais junto com
as operagoes de adigao e de multiplicacio por escalar definem um espago
vetorial sobre os nimeros reais, porque sao satisfeitos os seguintes axiomas:

o comutatividade na adigao.

existéncia de um elemento nulo para adigao, o vetor nulo 0.

existéncia de elementos inversos para adicdo, o vetor de mesma mag-
nitude e dire¢ao mas com sentido oposto.

associatividade na adigao.

existéncia do elemento unitdrio para multiplicacao, o escalar 1.0.

a multiplicagdo por um produto de escalares é igual & multiplicagao
do primeiro escalar por um vetor multiplicado pelo segundo.

a multiplicacdo de uma soma de vetores por um escalar é igual a soma
de vetores multiplicados pelo escalar.

a multiplicagao de um vetor 4 por uma soma de escalares « e 3 é igual
a soma dos vetores o e 7.
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Chamamos de combinagéo linear de m vetores d(1, (2), ***, Gm) a
expressio
i) + agd(g) + o+ A,
onde a; € R.
Quando a expressao

QHME + Qmm@ +o QSMASV =0
é somente satisfeita para @) = ag = +++ = ay, = 0, dizemos que os vetores
@1y, G(g), -, @(m) a0 linearmente independentes.

Diz-se que um espago vetorial V é de dimensao finita n ou é n-dimensional,

se existem n vetores linearmente independentes ey, ez, -+, e, que geram V.
A lista {ey, eg, -+, €, } € entao chamada uma base de V. Ainda mais, todas
as outras bases tem 0 mesmo nimero de elementos. Particularmente, a base
er = (1,0,0,---,0,0)
e = (0,1,0,---,0,0)

(0,0,0,-++,0,1)

€n

¢ denominada a base candnica de V, a partir da qual gera-se todos os
vetores em V' por combinagéo linear.

Observagao 2.1 Qual ¢ a base candnica de um espago vetorial de 2 di-
mensoes? E de 3 dimensies?

Dado um conjunto de m pontos P; e um ponto de referéncia Py, de-
finimos como ponto baricéntrico P o ponto obtido pela combinagao
baricéntrica dos vetores Numu@ da seguinte maneira

m
P-R=Y a(P-R)
i=1

com Y% o = 1. Algumas manipulages algébricas nos leva & equagio

s
P=Y apP,.
i=1

Quando os escalares «; forem nao negativos dizemos que é uma combi-
nagao convexa. Pode-se mostrar que neste caso P estd no fecho convexo
definido pelos pontos P;. Um fecho convexo é a menor regiao caracteri-
zada por qualquer segmento que liga dois pontos pertencentes a esta regiao
estd também contido na regido.
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Exercicio 2.6 Mostre que o baricentro de um tridngulo é uma combinagio
conveza dos vértices do tridngulo. O baricentro estd sempre localizado no
interior do tridngulo? Justifique.

Exercicio 2.7 Dada uma sequéncia de pontos {Py, Pa, P3, Py, Ps, Pg} como
ilustra a figura abaizo, esboce o lugar geométrico dos pontos obtidos como a
combinagao conveza %&mwu@ezgm. Justifique.

)

¥

Py .

2.3 Fungoes

Dados dois conjuntos A e B. Uma fungao, definida em A, é uma corres-
pondéncia que associa a cada elemento em A um elemento em B. A e B sao
chamados, respectivamente, de dominio e contra-dominio.

Se temos duas funcdes f e g tais que f seja definida para todos os elemen-
tos que sao os resultados que g pode assumir, entao podemos construir uma
nova funcao, representada por f o g, conhecida como fun¢do composta:

fog(@) = flg()]
Exercicio 2.8 Dadas as suas fungdes f(z) = 2.0senz e g(z) = 2> + z.
1. Obter hy(z) = f o g(z).
2. Obter hy(z) = go f(z).
3. Quais sao as derivadas de hi(z) e ho(z)?

Uma fungao ¢ diferencidvel se ela admite em todos os pontos derivadas
de todas as ordens. Se ela admite derivadas até ordem n, dizemos que ela é
diferencidvel ou continua até ordem n (C").

Exercicio 2.9 Verificar a diferenciabilidade das sequinte fungdes:
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1. f(t) = (acost, asent, bt).

Observagao 2.2 E muito comum processar informagdes geométricas, como
drea, volume, que fazem uso de fungoes trigonométricas. Algumas igualdades
desta categoria de fungoes que utilizarems nesta disciplina sao:

o sen(z +y) = senzcosy + coszseny.
e cos(z +y) = coszcosy F senzseny.
o senz = cos(v — §) = cos(§ — x).

e cosz = sen(z + §) = sen(§ -

Funcoes lineares, definidas sobre os niimeros reais R, 6 uma expressio
com o seguinte aspecto:

@21+ 6232 + 0+ any =,

onde a;, b € R e 0s z; sdo varidveis (ou incignitas). Os escalares a; sdo
denominados coeficientes de z;.

Exemplo 2.1 A combinagdo linear de vetores é uma fungdo linear.

Dados dois espacos vetoriais X e Y. A correspondéncia que associa
a cada vetor £ € X um vetor § € Y é conhecida como transformacao F
(mapeamento ou operador) de X em Y. Uma transformagio ¢ conhecida
como linear se para todos os vetores ¥ e 7 em X e escalares C' sdo satisfeitas
as duas relacoes:

F§+3) = F(@)+F(@)
Flei) = cF(@)

Uma transformagao é denominada isomérica quando o produto interno
dos vetores é preservado, ou seja a norma (ou a magnitude) do vetor é
preservado.

Exercicio 2.10 Dé duas transformagdes isométricas e uma transformagio
ndo-isométrica.
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2.4 Matrizes e Transformacoes

A manipulagio de transformacoes lineares entre os vetores é bastante sim-
plificada com uso de matrizes, porque estas permitem representar as trans-
formagoes sucessivas de forma compacta.

Matrizes sao disposigoes “tabulares” de escalares. Uma transformagao
linear de R" em R™

an T+ apT + o+ apt, = b
ag1T1 + anwy + -+ agpzy, = by
p1T) + amaTa + 0+ Amn = bn

¢é equivalente a equagao matricial

apy ayp o A I by
ay  az - A2p T9 by
Gm1 Am2 - Ao In bm

ou simplesmente A7 = b. Chamamos A de matriz de coeficientes da
transformacéo.

Exercicio 2.11 Utilize a notagdo matricial para descrever o sequinte siste-
ma de equagdes lineares:

r o= 200+ 10(t-1)
y = -L0t+4.0(t-1)
2 o= —L5t-20(t-1)

Qual ¢ o lugar geométrico das solugdes do sistema para o intervalo t €

[0,1.0]7
Operacoes algébricas definidas sobre duas matrizes A e B séo:

Adigao : de matrizes de mesma dimensao m X n.

Multiplicagdo por escalar : cada elemento da matriz ¢ multiplicado pelo
escalar.
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Multiplicagdo : cada elemento ij da nova matriz AB é obtido multipli-
cando a i-ésima linha de A e j-ésima coluna de B. Portanto, o niimero
de linhas de A deve ser igual ao mimero de colunas de B.

Transposicdo : cada linha é transposta ordenadamente para coluna da
nova matriz.

Inversdo : a multiplicagdo de uma matriz (quadrada e inversivel) pela sua
inversa é uma matriz identidade.

Observagao 2.3 Determine a matriz inversa de:

1.
31
4= 2 4
2.
-0.5 0.0 0.0
A= 0.0 40 00
0.0 0.0 1.0

E fcil mostrar que a composicio de duas transformacbes lineares A(B(Z))
pode ser representada como a multiplicagao das matrizes de coeficientes, ou
seja, A(B(%)) = ABZ.

Algumas propriedades satisfeitas pelas operagoes de matrizes sao:

o Associativa para adi¢io: A+ (B+C)=(A+B)+C.

e A+0=A.
e A+(-4)=0.
e A+ B=B+A.

o k(A+ B) =kA+ kB, onde k é um escalar.

o (ky+ ko)A =kiA+ koA, onde k; e ky sio escalares.
o (kiko)A = ki (ko A).

e 1LA=Ae0.A=0.

o (AB)C = A(BC).
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e AB+C)=AB+AC.
¢ (B+C)A=BA+CA
o k(AB) = (kA)B = A(kB), onde k é um escalar.

o (A+B)=A+ B

.« 4 = A

o (kA)! = kA", onde k é um escalar.
« (AB)' = BIAL

o (AB)'=B"14"L

Uma matriz A quadrada é ortogonal, se e somente se, seus vetores-
coluna (e também seus vetores-linha) formam um sistema ortonormal (sdo
unitdrios e ortogonais entre si). Uma transformacao isométrica pode ser
representada por uma matriz ortogonal (porisso, é conhecida também como
transformagéo ortogonal). Uma propriedade ttil para matrizes ortogo-
nais é (A)~! = AL

Além das transformacoes lineares, as matrizes constituem uma forma
compacta para representar figuras geométricas.

Exemplo 2.2 As secoes conicas e superficies quadrdticas sio as formas
geométricas mais utilizadas. A equagdo geral de uma se¢io conica €

Az* + Bay+ Cy* + Dz + Ey+F =0
que pode ser reescrita em forma matricial
A BJ2 D)2 T
[z y 1] B2 ¢ B2y
D/2 E]2 F 1
ou seja, # A%, Esta forma de notagio matricial é conhecida como forma

quadratica. Observe que a matriz de coeficientes A é simétrica.
As superficies quadrdticas, por sua vez, sio dadas por

Az? + By? + C2* + Day + Eyz + Faoz + Gz + Hy+ J2 + K =0
que em notagao matricial equivale a
A D)2 F]2 G2
D/2 B EJ2 H)2
[2 v 2 1] Fl2 B2 C J2
G2 H)2 J)2 K

Ll B ]
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Para determinar os autovalores e autovetores de uma matriz A, de-
terminamos primeiro os autovalores A com uso da expressio

det(A - \I) =0,

onde I ¢ uma matriz de identidade. Em seguida, calculamos o autovetor
correspondente a cada autovalor através da igualdade

Exercicio 2.12 Determine os autovalores e os autovetores da matriz

=50 20

A=1 90 —20

Uma das aplicagdes de autovetores é a diagonalizacio da matriz A.
Exercicio 2.13 A qual segdo conica corresponde a sequinte ezpressio:

172% — 302y + 17> =128 2

2.5 Numeros Complexos

Veremos que os nimeros complexos podems ser utilizados para representar
de forma ainda mais compacta rotagoes (uma transformagio geométrica) a
serem detalhadas no capitulo 4.

Um ndmero complexo z é um par ordenado (z,y) com z,y € R. z é
chamado a parte real e y a parte imaginaria de z, ou seja,

z=Rez y=Imz

Por defini¢io, dois nlimeros complexos sdo iguais, se a suas partes reais
e partes imagindrias forem iguais.

Chamamos de unidade imagindria o par (0,1).

Operagoes definidas para nimeros complexos:

Adigdo : 7z + 29 = (z1,41) + (22, 12) = (21 + 22,41 + 1)
Multiplicagdo : 2129 = (z1,91) (%2, y2) = (2172 — Y12, T1y2 + T2y1).

Divisdo : z = % _ meatyiy Ry

2 iyl z2+y2

Conjugado : 7=z —1y.
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Observe que se as partes imagindrias forem nulas, as operacoes se re-
duzem as operacoes definidas para os niimeros reais. Ainda mais, podemos
escrever z na forma

z =1 +1y,

a0 definirmos i = 1.

Exercicio 2.14 Dados dois nimeros complezos 2y = 8+ 3i e zp =9 — 2.
Calcule

1. 21+ 2
2. Z)— 21
3. 2129

b %

5. seus conjugados.

Uma representacao geométrica dos nimeros complexos é com uso de um
plano denominado plano complexo (ou diagrama de Argand) e um sis-
tema de referéncia ortogonal. Os dois eixos correspondem, respectivamente,
ao eixo real e ao eixo imagindrio. Cada nimero é entdo um ponto neste
plano onde a parte real corresponde a uma coordenada do eixo real e a par-
te imagindria a uma coordenada do eixo imagindrio. Esta interpretacao nos
permite definir a forma polar de um nimero complexo z, quando z # 0.

Fazendo

z=rcosf y=rsend,

onde r =22+ y2 e -1 < = arg z = arctg? < m, entao

z=r(cosh +isenf) u z = re’

A forma polar facilita a multiplicagao e a divisao de nimeros complexos:

Multiplicagio : 212y = rie?1ryei® = riryei®1+02),

Divisdo : & = 1<
2 roeif2 Ty

el _ 11 4i(01-0>)

Exercicio 2.15 Repetir a multiplicagio e a divisio dos mimeros complezos
dados no Ezercicio 2.14 usando suas formas polares e compare os resultados.
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Representando cada ponto [z y)' num plano como um niimero complexo
a —b

(z+1y), podemos entao descrever transformacdes lineares do tipo b
a

sobre [z y]* como o produto de dois nimeros complexos
(a+1b)(z +iy) = (az — by) +i(bz + ay).

Exercicio 2.16 E possivel escrever em forma de mimeros complezos o se-
guinte sistema de equagoes lineares?

Tn Tycosf — y,senf

Yn

Tysent + yycosh

Esboce a posicdo relativa entre os dois pontos Py = [z, yy] € Py = [z, yn)*
num plano. Qual foi a transform¢do aplicada em P, para obter P, ?

2.6 Transformada de Fourier

A fungao f(z,y) continua por parte, integrével e nao-periddica correspon-
dente a uma imagem pode ser representada por uma integral de Fourier
em forma complexa. A partir desta integral obtém-se a transformada de
Fourier F(u,v) de f(z,y)

F{f(a,y)} = Fluv) = \H \M fla,y)e 0 dady

onde j = V=T e F denota o operador da transformada. A transformada
inversa F~! &, por sua vez,

FUF@ol} = fan) = [ H / M Plu, o)) qudy . (2.4)

Eq.( 2.4) nos permite interpretar f(z,y) como a sobreposicio de oscilagoes
senoidais de todas as possivels frequéncias com a amplitude |F(u,v)| para
o par de frequéncias (u,v). Portanto, ela é também conhecida como re-
presentacio espectral de f(z,y) e a integral de |F(u,v)|?
a até a frequéncia b nos dd a poténcia espectral para este intervalo. A
amplitude |F(u,v)| é também conhecida como espectro de Fourier.

da frequéncia

Observagao 2.4 Algums transformadas as serem utilizadas nesta discipli-
na:
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o Transformada de Fourie de uma fungdo de pulso unitdrio (f(z) =1

para o intervalo —b < x < b, também conhecida como fungio sinc, é
2 sen bu
T oou

o Transformada de Fourie de (f(x) = 22 b > 0 ¢ uma fungio de

z
pulso )\m\, para o intervalo —b < z < b.

Algumas propriedades da transformada de Fourier:
Linearidade : F{(af +bg)} = aF{f} + bF{g}.
Deslocamento : F{f(z — a,y — b)} = F{f}e ?mileutbo),

Dualidade na convolugdo : F{fxg)} = F{f}F{g} ou F{fg)} = F{f}*
F{g}.

Observagao 2.5 Na terminologia da Teoria de Controle de Processos, a
transformada H(u,v) em G(u,v) = H(u,v)F(u,v) é denominada funcao
de transferéncia do processo. A fungio correspondente h(z,y) caracteriza
um sistema cuja fungdo ¢ produzir uma imagem de saida g(z,y) a partir
de uma imagem de entrada f(z,y). Isso decorre do fato de que para uma
fungdo impulso unitdrio f(z,y), a resposta do sistema é G(u,v) = H(u,v)
cuja inversa € h(z,y).

Exercicio 2.17 Determine a transformada de Fourier de f(z).

k, para z € (0,a)
0, casocontrario

1 f(z) =

2. f(z) = e paraa >0

Esboce o espectro de frequéncia de |F(u)| = |F{f(z)}| no dominio de u.

2.7 Processamento de Amostras

Uma imagem discreta M X N pode ser tratada como uma sequéncia de
MN velores X de luminéncia/brilhincia de uma populagio constituida por
uma imagem continua. Esta interpretacdo é ttil para aplicarmos métodos
estatisticos no processamento e na andlise das imagens.

A quantidade total de elementos de uma amostra ¢ chamada tamanho
da amostra e os atributos associados aos elementos, valores da amostra.
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Dados os valores de amostra X = {z1, 29, -,z }, a frequéncia absoluta
f(z) da ocorréncia de um valor z da amostra é o nimero de ocorréncia
deste valor na amostra e a frequéncia relativa M?Y a relagao entre a sua
frequéncia absoluta e o tamanho da amostra.

A frequéncia relativa f(z;) satisfaz a relacio

0< flw) <1

Se definirmos f(z) = 0 para todos = que ndo aparecem na amostra, dizemos
que f(z) é uma fungdo frequéncia e ela determina a distribuicdo de
frequéncias da amostra.

A soma de todas as frequéncias relativas numa amostra é igual a 1, isto

€,
k
Y Fl@) =1
=

A soma das frequéncias relativas de todos os valores que sao menores ou
igual a z é conhecida como funcao de frequéncia cumulativa da amostra
ou fungao distribuigao da amostra:

Flx) = J(t).
t<z
Existem diferentes formas graficas para representar a distribuicio de
frequéncias de uma amostra. A mais conhecida em processamento de ima-
gens ¢ o histograma, no qual as frequéncias relativas dos valores da amostra
530 representadas por retangulos contiguos e verticais, com as bases coline-
ares e proporcionais aos intervalos dos valores.

Exercicio 2.18 Represente a distribuigao de frequéncias das sequintes amos-
tras em histograma.

1. Resisténcia de uma amostra dos resistores de um lote (em ©): {99,100,

102,101, 98,103, 100, 102, 99, 101, 100, 100,99, 101, 100, 102,99, 101, 98, 100}.

2. Tempo de propagagao de uma amostra das portas logicas de um lote
(em ns): {20,25,30,31, 20, 32, 31, 32,20, 25, 35, 30, 30, 25, 20, 21, 22, 25,
21,21,22,32,30,31,21, 23}.

A esperanga de X sobre a amostra ¢ a média ponderada dos valores
possiveis de X, onde os pesos sao determinados pela distribuicao de X, isto

e,

BY = #j(x)).
j=1
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EY é conhecido também como a média da amostra.

A escala de uma amostra ¢ a diferenca entre o maior e o menor valor
da amostra.

O percentil p-ésimo de uma amostra é o niimero (), em relagao ao qual
p% dos valores da amostra sao menores ou igual. Se existe um intervalo de
valores que satisfaz a condigio, toma-se o ponto médio do intervalo como
Qp. Em particular, Qs ¢ chamado a mediana e denotado por 7.

A moda de uma amostra ¢ o valor da amostra que tem o maior nimero
de ocorréncias.

Seja b um valor real. O valor E(X — b)¥, se existe, é chamado k-ésimo
momento de X em torno de b. O k-ésimo momento em torno de zero,
EX*, é denominado simplesmente de k-ésimo momento de X ou momento
de ordem k de X. O k-ésimo momento em torno da média, E(X — EX)F,
se chama k-ésimo momento central de X. O primeiro momento central,
k=1, é nulo e o segundo momento central é dado por

(aj — 7T (),

Iy
-
I
=

é chamada

também conhecido como varidncia e e a raiz positiva s =
de desvio padrio da amostra.

Exercicio 2.19 Determine a média, mediana, o sequndo e o terceiro mo-
mento central das amostras do Ezercicio 2.18.

2.8 Meétodos Numéricos

Para manipular imagens digitais trabalhamos com um grande volume de
valores (da amostra) processaveis por métodos aproximados. E comum a
area de Métodos Numéricos ou Computacao Cientifica prover mais de uma
técnica para solucionar um problema especifico. A escolha por uma mais
apropriada de menor complexidade temporal e com menores erros de pro-
pagacao oriundos de arredondamento ou de instabilidade é de fundamental
importancia para o desempenho de um algorimo de informacoes graficas.

Nesta secao revisamos alguns métodos numéricos que podem ser tteis na
implementacao dos algoritmos a serem apresentados nesta disciplina. Vale
ressaltar aqui que os métodos dados nio sdo sempre os mais apropriados
para solucao dos problemas que aprensentaremos. A discussao detalhada
foge do escopo desta disciplina.
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2.8.1 Método de Eliminagao de Gauss

E um método “exato”, no sentido de que o método conduz a uma solugao
exata, apds um nimero finito de passos, a menos dos erros computacionais
inerentes a natureza de representagao adotada pelos computadores digitais.

O método permite solucionar problemas redutiveis em formas matrici-
ais. Ele consiste essencialmente em converter uma matriz (bem condicio-
nada) dada em matriz identidade, executando uma sequéncia de operagoes
clementares (multiplicagio e soma) sobre as linhas da matriz. E utilizada
para inversao das matrizes e na solugao de equagoes nao-homogéneas.

Observagao 2.6 Uma matriz bem condicionada é uam matriz quadrada
cujas linhas ( e colunas) sao linearmente independentes.

No caso da inversao de matriz, a mesma sequéncia de operagdes elemen-
tares, que transforma a matriz A dada numa identidade, é aplicada sobre
uma matriz identidade para obter A~L.

Exercicio 2.20 Utilize o método de eliminagao de Gauss para determina a
matriz inversa de

3 -1 1
A=]-15 6 -5
5 -2 2

Para solugao de um sistema de equagdes lineares o principio de compu-
tagdo é o mesmo, lembrando que

AX =B~ X=A4"'B.

Em outras palavras, o vetor-solugao X é o produto da inversa A~ da matriz
A pelo vetor-coluna B.

Exercicio 2.21 Aplique o método de eliminacdo para solucionaro sequinte
sistema de equagdes lineares

—r+3y—-2z =7
Jz+3z = -3
2r+y+22 -1
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2.8.2 Msétodo de Newton-Rapson

Em sistema de informagoes graficas é comum trabalhar com polinomios de
ordem muito elevada, cujas raizes nao se consegue obter algebricamente.
Viérios métodos numéricos foram propostos para tal finalidade. Um método
comum ¢ o método de Newton-Rapson, que se aplica as equagoes polinomiais
e transcendentais.

0 método de Newton-Rapson inicia com uma raiz aproximada z; (o
chute inicial) da equagio f(z) = 0 e faz uso da expansdo em série de
Taylor para formular um algoritmo recursivo

fz) = f(zi) + fr(z:)(z — 2;) + Erro. (2.5)
Desprezando o termo Erro, estaremos considerando apenas os termos
que vao até a primeira derivada e a aproximacao corresponde a uma tangente
ao grafico da funcio f(z) no ponto z;.
(Ver Fig. A.7 do livro-texto de Foley.)
A formula de recursao pode ser derivada a partir da Eq. 2.5 e da supo-
sicio de que f(z) = 0:

flai)

Tip] = Tj— ——
f1(ws)
e o critério de parada da recursao é quando a sequéncia de z; converge.
Na prética, o teste |z;+) — z;| < ¢ é feita em cada iteracéio.

Exercicio 2.22 Utilize 0 método de Newton-Rapson para melhorar o valor
z = 3,23240 como raiz da equagdo

P4t -7 -2 s +1=0

2.8.3 Diferengas Finitas

A derivada de uma funcao % corresponde, de fato, & declividade da tangente

que pode ser calculada com valores aproximados, usando-se a razao Wm, ou
seja razio da variacio de f(z) em termos da variacio de z

df Af

dr Az’

W\M de diferengas finitas.

H4 uma notacao padrao para os varios tipos de diferencas. Os tipos de
diferencas e os simbolos correspondentes sio os seguintes

Chamamos a aproximacao
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Tipo Definiao Simbolo 2 7610
Diferenga ascendente Af = f(ziv1) — f(z;) A .
Diferenca descendente Af = f(zi) - fliz1) \ mm = MU (ko + kyasi + kow? + -+ kjal + oo+ knzl) — i =0
Diferenca centrada | Af = WCA it1) — f(zi-1)) 0 Ok =0
Mwm m )
2.8.4 Interpolagio i > 2wl [(ko + kawi + kox + -+ kjal 4+ 4 k) — ] = 0.
8. J =0
Manipulando com amostra, ¢ muito comum em algoritmos de informagoes o o m 9 j m
gréificas fazer interpolagao dos valores da amostra para obter um valor que Ok MUO 207" {(ko + Kagi 4 kpai oo ko 4o+ hnal?) — 4] =0
i
nao faz parte da amostra. As interpolagoes mais comuns sio, de fato, as
combinagGes convexas entre os valores conhecidos: Com isso, pode-se utilizar a técnica de eliminacao para obter os valores

) ) ) k; da funcdo, se o sistema (matriz) estiver bem condicionado.
linear : obter um valor z a partir de dois outros valores conhecidos z, e z;

através de uma combinagio convexa, T = weTq+wpTp, COM Wo+wp = 1 Exercicio 2.24 Utilize o método de minimos quadrados para obter uma

e wg, wy > 0. fungdo c;ubica que aprozime os sequintes pontos:

6 0.2 0.6 1.0 1.4 1.8 2.2 2.6 3.0

bilinear : obter um valor = a partir de trés valores conhecidos z,, =y e z.,

1(0) | 0.1987 ) 0.5646 | 0.8415 | 0.9854 | 0.9738 | 0.8085 | 0.5154 | 0.1411

T = Wele + (WeTq + WpTp), cOM Wy +wp + we = 1 € wy, wp, w, > 0.

.y . . - H ny H . “ Inietal? - N —

trilinear : obter um valor = a partir de quatro valores conhecidos x4, s, Uma outra alternativa seria estimar um “chute inicial” para os k; e me
Te € Tgy T = WaTq+ (WeTe+ (WaTq +WyTy)), COM W +wp+we+wy = 1 Thoré-los com o método de Newton-Rapson.

€ W, Wp, We, Wq > 0.

Exercicio 2.23 Dada a sequéncia de quatro pontos: [0.5 4.0, [2.5 0.5],
[4.0 4.5]" €[2.0 6.0]'. Determine a interpolagdo trilinear dos “quatro pontos”,
considerando que todos tenham o mesmo peso.

2.8.5 Técnica de Minimos Quadrados

0 método dos minimos quadrados é usualmente utilizado para fazer estima-
tiva de um conjunto dos “coeficientes” de uma fungio polinomial

1

que “melhor se ajusta” a um conjunto de pontos conhecidos y;, tendo como
critério de avaliagio a soma dos quadrados dos residuos (f(x;) —1;)?, isto é

) = ko + ki@ + kpa? + o+ kjad 4+ kg™

m m
H=Y[f(z:) -l = Y [(ko+kzi+howi +-- +hjal +- + ki) il
i=0 i=0

Para isolar os k; e reduzir a equagio acima num sistema de equagoes

lineares, determina-se as m derivadas parciais @. i=1,---,m e iguala-as

ki




