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- mudanca de sinal. ou milel, 2
*  subtracao: €
L2 detecgan de '_-'..-\lll_'.\\ s de resultado: sinal, valor zero e estouro (overflow),

Finalmente, apresentaremos as unidades de [6gica e aritmética ¢ uma implementacao bisica da operagdo de multiplicagio.

10.1 MODULOS SOMADORES PARA NUMEROS INTEIROS POSITIVOS

Um somador bindrio de n bits (veja a Figura 10.1) é um sistema combinacional que tem duas entradas de n bits
LX) e y =y, e« Yy que representam os operandos x e y, respectivamente, e uma saida de n bits

.+« Z) que representa o resultado z (a soma). O médulo executa a adigiio bindria dos operandos de entrada.
Sinais de entrada e saida adicionais, chamados vem-1 (carry-in) c, ¢ vai-1 (carry-out) c . respectivamente, sao usados
para facilitar a implementag@o de somadores maiores. O médulo adiciona o valor de vem-1 aos vetores de entrada e faz
o sinal de vai-1 ser 1 sempre que o resultado ultrapasse o valor mdximo representdvel com # bits (isto é, um resultado

maior do que 27 — 1). A expressio aritmética que relaciona entradas e safdas ¢

Y +y+e = +Z
m [
Uma especificaciio de alto nivel dos somadores bindrios de n bits ¢
Entradas: X=(x _, ), x. € {0.1}
y =y, ok yoe {01}
c. e {0.1)
Saidas: z = (T ook 2o {0 1)
! n—1 (
Lt I.“' | :
Funcoes z = (¥ +¥ 4+ c..) mod 2"
{ I se (x+y+e )22
. 0 caso contrario
Por exemplo., paran =3,
' -.II I.I. = c ut
12 14 I 0 porque (12 + 14 + 1)< 32
19 14 ] | porque (19 + 14+ 1) > 32 :
X
yn "
¥ ¥
- SOMADOR - ‘

Implementacao do somador de transporte propagado

o moderado de bits, essa implementacio

cige um numero grande de portas co ntemente, outras implementagoes sio

necessarias, Vamos estudar primeiro uma que exi mero de portas, a qual € conhecida como somador de

transporte propagado,
Um mddulo somador de transporte propagado ¢ uma rede multinivel formada pela conexiio de somadores de | bit,
chamados somadores totais (full-adders) — ST, como ilustra a Figura 10,2, Esta implementagio corresponde a uma
rede iterativa de médulos somadores totais. Os madulos ST executam a adi¢io de um par de bits de entrada e uma
entrada vem-1, produzindo um bit de soma e uma saida vai-1. Ou seja, as entradas para o somador total / sdo os bits x,
e y, dos vetores de entrada correspondentes e uma entrada vem-1 ¢, que vem do somador total ¢ — I. Como saida, 0
somador total i produz o bit de somaz,e o bitvai-1 ¢, | (o qual ¢ conectado como entrada vem-1 ao somador total { + 1)

Uma especificagio de alto nivel de um somador tot:

Entradas: X Ve 6: €00, 1)
Saidas: 7.0, e (0,1}
Funciio z.= (x. +v.+c)mod 2
{ I se (x.+v +¢)z22
Tl () caso contrario

Retardo do somador de transporte propagado

Tratemos do retardo do somador de transporte propagado (a andlise funcional deste modulo € deixado para ur

O caminho critico se

cia em ¢, atravessa todos os modulos e se encerraou em z, , ou ¢ . Conseqlientemer

propagacio de pior caso € aproximadamente™

[lrede) = (n L)+ maxir, 1)

= Retardof )
¥ ¥ 1
Y Y = ¥ L v ¥
Somador
(LR - LR - = ( L
total
Y Li L ]

Figura 10.2 Madulo somador de transporte propagado

onsequentcmente, o relar

roporcional ¢

. Note que o componente mais criti
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Implementacao do somador total

Consideremos, agora, as implementacées do somador total. Da descricdo de alto nivel, obtemos a seguinte tabela:

X, ¥; € il z;
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 I 1 | 0
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 |

Uma implementagfio baseada em multiplexador que usa esta tabela foi apresentada no Capitulo 9. As expressdes das
somas minimas de produtos para estas fungdes sao

o i ! " N Wi Hi 3
L= Xy X ye v Xy Xy e

Gy =Xy +x6+ Y,

Estas expressoes sio a base para a implementagio de dois niveis mostrada na Figura 10.3a.

Uma implementagao alternativa baseia-se no seguinte raciocinio:

» A adi¢do mod 2 indica que o bit de soma tem valor 1 sempre que o nimero de 1’s nas entradas (incluindo o
vem-1) seja impar, ou seja,

z=x, @y, ® ¢

* Owvai-1 é I quando x, + y, = 2 (isto é, x,;, = 1) ou quando x;,+ y,= |l e ¢;= | (0 que correspondente a
(x; @ y)c,= 1), de forma que

x4+ (x, @ y)c,

{"J'él =L
Definindo as varidveis intermedidrias

Propagar p.=x,® y,
Gerar g = Xy,

I
as ex pfﬂssacs anteriores tornam-se
2,- = Pf‘ (] (.'I:
iy = 3.'+PL' ¢

Estas expressdes sd0 a base para a implementagio mostrada na Figura 10.3b. O submédulo que produz p, e g, € chamado
meio-somador (half-adder) — MS — porque ele executa a adi¢do de dois bits (ao invés de trés, como acontece com 0
somador total), o bit de soma € p, e o bit vai-1 € g,, como mostra a tabela seguinte:

2 i 8; P
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 I 1 0

SisTEMAS DiGrTAls 253

A implementacdio de um somador total que usa dois meio-somadores e uma porta OR requer um niimero menor de portas
do que a rede de dois niveis; além disso, o retardo do transporte (do vem-1 para o vai-1), o qual é crucial para o retardo
do médulo somador de transporte propagado, € menor porque corresponde ao retardo de duas portas de duas entradas.

Uma vez que as portas NAND tem retardos de propagacio mais breves do que as portas AND (OR), a implementacio
mostrada na Figura 10.3¢ é preferivel. Incorporando-se esta implementagio na estrutura descrita na Figura 10.2, o
retardo de propagacdo de pior caso do somador de transporte propagado é

1, = tyop + 201 = Diganp + Max(2iy,np fxor)

O primeiro ty, corresponde a py,. Note que o retardo de p, para i > 0 nio € o caminho critico, porque todos 0s p's sdo
computados simultaneamente.

x; —{>o— x}
» —Po—=yi

el

i /
x{ , £ = .
- q—_]% L — ¢ I> Lﬂj' o
X e — /)}—- z; Yi —!—..)J_ \—Dﬁ‘-—' iy
Yi ctl \\? | ) € ——
i

R :‘___}:4

(a)

Meio-somador (MS)

P ey e / y i+l

(&) ()

Figura 10.3 Implementagdes de médulo somador total. (@) Rede de portas de dois niveis. (h) Implementagdo multinivel
com portas XOR, AND e OR. (c) Implementagiio multinivel com portas XOR e NAND.

A maioria das familias de células-padrio inclui um médulo somador total. Por exemplo, na familia que estamos usando
como exemplo neste livro, 0 mddulo somador total tem as caracterfsticas listadas da Tabela 10.1.

Tabela 10.1 Caracteristicas do somador total na familia de portas CMOS

Fator de carga de entrada De Para Retardos de propagacio
Entrada (cargas-padriio) Lon lonit,
o 1.3 (ns) (ns)
X 11
Y 1,3 & z; 043 + 0,03L 0,49 + 0,02L
Tamanho: 7 (portas equivalentes) X, z 0,68 + 0,04L 0,74 + 0,02L
¥; Z; 0,68 + 0,04L 0.74 + 0,02L
¢, By 0,36 + 0,04L 0,40 + 0,02L
X iy 0,73 + 0,04L 0,71 + 0,02L
¥V, e 0,37 + 0,04L 0,64 + 0,02L

L: carga na saida da porta,
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Implementacio de somador de transporte antecipado

Uma alternativa mais rdpida ao somador de transporte propagado pode ser obtida & custa de mais portas com um niimero
maior de entradas. A reducdo do retardo do médulo somador exige “‘quebrar” o caminho de propagacéo do vem-1. Para
estes propdsitos, um bom compromisso entre velocidade e custo € obtido executando-se a adi¢io como um processo de
dois passos, da seguinte maneira:

= primeiro, determine os valores de todos os vem-1 para os médulos somadores totais;

« depois, compute simultaneamente todos os bits do resultado.

Esta abordagem, que € ilustrada na Figura 10.4, leva a um médulo somador de transporte antecipado. O nome &
derivado da maneira pela qual 0 médulo é construido: o primeiro passo € implementado por um gerador de transporte
antecipado — GTA, o qual determina os valores de todos os transportes (vem-1) intermedidrios antes que os bits
correspondentes da soma sejam computados; o segundo passo usa estes transportes (vem-1) pré-computados para
determinar o valor dos bits da soma.

X .

€4=Cin

Enel X e ¥ €

| | }
: i?l f n
i Y o | S

Gerador de soma

It

Figura 10.4 Méddulo somador de transporte antecipado.

A computacgiio dos transportes (vem-1) intermedidrios por uma rede de dois niveis ainda exige um grande fanin e um
grande nimero de portas. Para reduzir estas exigéncias, usamos as varidveis intermedidrias p, e g, introduzidas na
implementacfo do somador total. Como mostrado na pdgina 252, a computagio de transportes (vem-1) € especificada
pela seguinte expressiao de chaveamento:

Ci =& + 'Di' " Cy

em que g, = xy, e p, =x @y, Esta expressio indica que o vai-1 de um somador total tem o valor 1 sempre que um
transporte seja gerado nessa célula (g,= 1), ou quando um transporte que entra no somador total € propagado por ele (p,

= 1). Por substitui¢ido, obtemos

€ = 8+ Pyey

€= 8+ P
=8+ 8P+ Py
Cy= 8% Py

82t 8 Py + 8P\ Pyt Py P Py

€y = g] + 1565

83+ 8P+ 8 PaPyt ByP Pyl + Pyl PaPACy
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Uma rede de portas correspondente 2 expressio acima é mostrada na Figura 10.5a (as saidas P e G serdo explicadas
brevemente). Além disso, z, = x, @ ¥, @¢; = p, @ ¢, de forma que o médulo de transporte antecipado de quatro bits
completo € implementado como mostra a Figura 10.55.

£ &; &) &y

P 3 P 2 P 1 P, 0
GTA-4

B
=

= |
-
L]

p
— 7,
pﬂ
C4
Yy %y Yy %, Yy * Yo %o
o =
L L L \__=/ b P
| = 1= [T =
\_/ / \T/ At A U/
g;‘ Pi| & p| & P gu[ P
6 w—
. Gerador de transporte antecipado - ¢
G -—ro A- .
P
R |
py | P | p % Py
|
= ,Ql_::ff }lrﬁ FL_Z/.
\'/.a' ‘\\_.v/-" \\‘ / \‘
\ v ]
z, 22 e zf)
(5)

Figura 10.5 Somador de transporte antecipado — STA. (a) Gerador de transporte antecipado de quatro bits com saidas
Pe G (GTA-4). (b) Médulo de quatro bits (STA-4),

As tabelas seguintes mostram exemplos da determinagio dos valores de p = (P3P P Py 8 = (840820 810 8 €=
(cppevne) ez =1(z;2,2%)

i 4 3 2 1 0
X, 0 | 1 0
¥, 0 0 ] |
P, 0 | 0 |
8; 0 0 1 §)
c 0 | | 0 0
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As expressdes de vem-1 podem ser generalizadas se as interpretarmos da seguinte maneira: ¢, é 1 se um vem-1 for
gerado em ST),, ou se um vem-1 for gerado em ST, e propagado através de ST,, ou se um vem-1 for gerado em ST e
propagado através de ST, e ST,, ou se um vem- | entrar e for propagado através de ST, ST, e ST,. A generalizagio serd
entio

Cip1= &+ 8P ¥ 8o Py Pt

k-1

;
+8 | Ipf-_j+ +I I pj'l‘.'.'“
i=0 i=0

Ou seja, um vem-1 sai do somador total ST, se esse vem-1 for gerado ou em ST, ou for gerado em ST, _, e propagado
através de ST, ou for gerado em ST,_, e propagado através de ST, | e ST, e assim por diante.

Sinais propagar e gerar do médulo
Para facilitar a construg¢io de somadores maiores, o médulo somador de transporte antecipado tem duas saidas adicionais,
como mostra a Figura 10.5a:

« P,aqual indica que o valor da entrada vem-1 para o médulo € propagado pelo médulo; e

+ (G, aqual indica que o valor ¢
correspondente.

ot = 1 € gerado pelo médulo, independentemente do valor da entrada vem-1

A partir das defini¢Oes, obtemos

=G+P-c,

Cou!

Uma especificagdo de alto nivel destas safdas adicionais é

1l se x+y=2"-1
pP= o
0  casocontririo

. { | se x+y22
a 0 caso contririo

Note que P e G niio dependem da entrada vem-1 para o médulo.

Para obter uma expressio de chaveamento para P, observe que x + y = 2" — | implica que para todos os bits a soma de x,
mais y, € igual a 1. Conseqiientemente, p,= x; @ y;= | paratodososie

P= I I,rJJ i=0,...,n-1
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Similarmente, para G, se x + y = 2", existe algum j para o qual x=y,=1{g=0Dep =x,@y =1 paratodok>j. Um
* c,=¢, =1 exemplo disto, paran =8¢ j=3¢
; | 0 0 | | — — —
X 0 ! 0 1 X
, y 0 | | 0 | - = =
Y | 0 1 0 Y
P, 1 1 1 1 !
8 0 0 0 0 A expressiio correspondente serd entiio
c, 1 1 1 1 1
Z 0 0 4] 0 G:gn—l +gn—2pn—i +gu—_””1r—lprr—'.‘.+"' +g0pu—lprr—'_""Pl

A Figura 10.5a mostra uma rede de portas de dois niveis de geracdo de transporte antecipado (GTA-4) que produz, além
de vem-1’s, os sinais de mddulo propagar P e gerar G paran=4.

O retardo de propagacio de um médulo somador de transporte antecipado é:

(%= €9 = Ixop + lgay
£(6h=> ¢ = lgray
1,06 P, G) = Iyop + lgtas

L, 23) = Ixor + Igraq + Ixor
Esta implementaciio € mais rdpida do que o mdédulo somador de transporte propagado discutido na secio anterior.
Porém, o niimero de bits de entrada e safda para esta implementacio é limitado pelo nimero de fanin de portas e pelo
niimero de conexdes externas; além disso, uma andlise exata do retardo de propagacio exige considerar os retardos de
portas especificos, levando em conta o fanout dos mesmos (veja o Exercicio 10.2).

10.2 REDES DE MODULOS SOMADORES

Conforme discutimos anteriormente para outros modulos, o nimero de bits em operandos e o resultado de modulos
somadores sdo limitados devido as limitagdes no niimero de entradas e saidas de mddulo e ao nimero de portas e
entradas de portas. Vetores de bits maiores exigem a utilizagiio de redes somadoras, compostas de modulos somadores.
As redes de médulos somadores sfio implementadas com as mesmas abordagens usadas para os proprios médulos, ou
seja, estruturas iterativas (ou de transporte propagado) e antecipagio de transporte. Estas redes resultam de uma extensiao
dos dois tipos de madulos correspondentes, conforme discutiremos a seguir.

Rede somadora (de transporte propagado) iterativa

Consideremos a implementagdo de um somador de 16 bits, usando médulos somadores padrio de 4 bits. Para estas
finalidades, os vetores de bits de entrada e saida siio decompostos em subvetores de 4 bits. Por exemplo, para o vetor de
bits x, a decomposi¢ao ¢ a seguinte:

X = {lm_ _‘.\'1|‘ l.;lu_ l'-“’}

& = Otys, X140 X0 %)
a® = (61 X X Xg)
= (s % %)
A0 = (x, x50 %), %)

Uma vez que os vetores de bits correspondem a representacio de base 2 de nimeros inteiros, entao

¢ = 2:2_‘{\] + EH.(.{'Jl + 2-1 ‘.I|:'+ _‘.HI:-

em que x!” representa o valor inteiro representado por 2. O mesmo tipo de decomposiciio € aplicado aos vetores de bits

yez.
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Baseando-se nesta decomposi¢iio, podemos construir uma rede com quatro médulos somadores de quatro bits, como
descreve a Figura 10.6. Cada par de subvetores correspondentes € usado como entrada para um dos médulos somadores
e cada um destes modulos produz um dos subvetores de saida. Os médulos sio interconectados de uma maneira de
transporte propagado (iterativa): a saida vai-1 de um médulo € usada como a entrada vem-1 para o médulo vizinho
esquerdo. Note que os mddulos que formam a estrutura iterativa podem ser ou do tipo de transporte propagado ou do
tipo de transporte antecipado.

E(3} : (3) 3(2) (2 £(l) l}(1) . () ) ()
4 |4 ﬁL 4 |4 44 ,'r 4 4 a4
. i _ ' I { |
oml =€ | . H o=
S| Somador | 2 | Somador | “ | Somador | “ | Somador | n =%
| de 4 bits de 4 bits de 4 bits de 4 bits | |
i 4 4 4 I 4 i
|
3) e 2D L0

Figura 10.6 Rede somadora de transporte propagado de 16 bits que usa médulos somadores de 4 bits.

A estrutura iterativa pode ser estendida para qualquer nimero de modulos. Porém, conforme indicamos anteriormente,
o retardo desta rede ¢ proporcional ao nimero de médulos.

Rede somadora de transporte antecipado

Outra abordagem & implementacdo de somadores grandes é a rede de somadores de transporte antecipado. Esta abordagem
opera da mesma maneira que no caso dos médulos somadores de transporte antecipado. Ou seja, todos os transportes
que entram nos médulos somadores siio computados simultaneamente antes de computarem os bits do resultado, e todos
os bits do resultado siio computados simultaneamente usando os transportes intermedidrios obtidos da etapa anterior. A
rede resultante usa dois niveis de antecipagdo: um dentro dos médulos e o outro entre 0s madulos.

Para este caso, vamos considerar a implementagio de um somador de 32 bits usando médulos somadores de transporte
antecipado de 4 bits (STA-4). Conseqiientemente, sio necessérios oito médulos STA-4, como mostra a Figura 10.7. Os
vem-1 para estes mddulos sido computados usando médulos geradores de transporte antecipado (GTAs). Para ser coerente
com o tamanho dos médulos somadores, cada médulo gerador de transporte antecipado produz quatro transportes, de
forma que siio necessdrios dois médulos GTA-4, como mostra a Figura 10.7.

Transportes do médulos GTA-4
C. 1 o

% 2 Ean Cig €1 i o

x{T) y(‘!: x{é} }.(6}‘ xti} _}-[S xm y{‘“ xm y[3,1 x{z; ym‘ .r”’ y(IJ _‘,{0) ),{0}
Laldl Lald LatMl L4 4 Latal L4 Ltd s I{ 'i4}4
ARSI as | s I A WAk ! _

' I :
I STA-4 H STA-4 ‘ STP'L! m STA4 || STA-4 H STA-4 || STA-«-‘»‘ STA-4 +—+—Cg
' 4 12 | '

R 4

213 .:.2I4 7] 214 '_,.T_Iéi" 2{-4'}21.4 214
v v | v l
zM ‘_Z(fﬂ 5(5‘ ENJ ?(3} EfZ! E{U :..{0}

G,|P, Gg|Ps Gs|B GlIP, Gy P, G,|P, GlJP] Gof| By

& +—] GTA-4 = oA

l l . v J = C?tmmho
8 €2 ¢ 15 12 L % gnlica

Transportes para os médulos GTA-4

Figura 10.7 Somador de transporte antecipado de 32 bits que usa médulos STA-4 e GTA-4.
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O primeiro médulo GTA-4 produz ¢, ¢, ¢, € ¢ ¢ da seguinte maneira:

L, = {'.;I') + fr,III.II
G, + PG, + PPy,
¢y = Gy + PG, + P,P,G, + P,P Py,

G+ PiG, + PP,G| + P,P,P G, + P.P.F Py

&)
Il

em que P, e G, sio os sinais de médulo propagar e gerar definidos na pdgina 256. Note que estas expressoes tém a mesma
forma que no gerador de transporte antecipado do médulo somador,

O segundo médulo GTA-4 produz os transportes Cope Cag Cag € Cyy. AS expressdes correspondentes sdo andlogas as do
primeiro médulo. Note que a entrada vem-1 para o segundo modulo GTA-4 ¢ ¢ 2 qual € produzida pelo primeiro
mdédulo.

As entradas para os médulos GTA sio produzidas por médulos STA; cada um destes madulos recebe entradas de quatro
bits, produz saidas P, e G, e implementa expressdes de chaveamento como estas (como discutimos na seciio anterior):

Po=p3- Py Py py
Gy =83+ 8,73+ 8, P3P2 *+ 8413041,

emquep, =x, @y, eg =x -y comono médulo somador de transporte antecipado.

O retardo de propagagiio desta rede € obtido seguindo-se o caminho critico da Figura 10.7. ou seja,

1,(rede) = fp + 2Ugps 4 + Isoma

em que f; € o retardo do médulo STA-4 para produzir as saidas Pe G, rag € O retardo do médulo gerador de
transporte antecipado e fy,,, € o retardo das saidas da soma do médulo somador. Note que g, Corresponde ao
retardo para gerar os transportes internos, o que € feito usando-se o gerador de antecipagio dentro do médulo somador,
mais a geragdo da soma.

Este esquema de antecipacio fregiientemente € usado para somadores rdpidos; niveis adicionais de antecipacdo podem
ser usados para reduzir ainda mais o retardo em somadores grandes. Uma comparagiio entre as duas implementacdes
discutidas — redes de somadores com propagacio e com antecipagio — serd deixada como um exercicio,

10.3 REPRESENTACAO DE NUMEROS INTEIROS COM SINAL
E OPERACOES BASICAS

Consideraremos, agora, a representagio de nimeros inteiros com sinal (positivos e negativos) ¢ a implementagio das
operagdes de adigdo e subtraciio correspondentes.

10.3.1 Representacio e deteccao de sinal

No Capitulo 2, descrevemos a representaciio dos nimeros inteiros positivos. Estenderemos, agora, a discussio para a
representagdo de nimeros inteiros com sinal — positivos e negativos. Duas representagdes siio, sem divida, as mais
comuns: a representagdo de sinal e magnitude e a representagéio de complemento de dois. Discutiremos também a
representagio de complemento de um, menos usada, e consideraremos a implementagiio da deteccgio do sinal.

Sistema sinal e magnitude (SM)

Um nimero inteiro com sinal x é representado no sistema SM pelo par (x,,x, ). emquex €osinalex, ¢amagnitude.
A convengéo usual € que x =0 corresponde a0 positivo e x_ = | ao negativo,

Numa representagio bindria com n bits, um bit € usado para o sinal e n — | hits para a magnitude. Consegiientemente, a
faixa de nimeros inteiros com sinal é

2'-1) € x < 21—}
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Note que o zero tem duas representagoes; x =0, x, =0 (zero positivo) e x = 1. x_ = 0 (zero negativo).

Uma vez que hd um bit especifico para representar o sinal, a operagéo de detecgio do sinal é direta. Entretanto, devido
ao 0 negativo, a relagiio x = 0 exige a verificaciio do 0 negativo, ou seja

x 20 se (x,=0) ou (x,=0)

Sistema complemento de dois

No sistema complemento de dois, ndo é feita nenhuma separagfo entre a representagiio do sinal e a representagiio da
magnitude, mas todo o niimero inteiro com sinal € representado por um nimero inteiro positivo. Conseqiientemente,
esta representa¢do envolve um mapeamento adicional, como indica a Figura 10.8. O nimero inteiro com sinal x é
representado por um nimero inteiro positivo x,, o qual, por sua vez, € representado pelo vetor de bits x. O Mapeamento
1 define a correspondéncia entre x e x,, enquanto que o0 Mapeamento 2 define a representagio de x, por um vetor de bits.

Inteiro com sinal %

Mapeamento 1
Sistema complemento de 2

Inteiro positivo  xp —l

Mapeamento 2
Cadigo binario convencional

l

Vetor de bits x

Figura 10.8 Nimero inteiro com sinal representado por nimero inteiro positivo.
Consideremos, primeiro, 0 Mapeamento 2. O nimero inteiro positivo x, € representado pelo vetor de 7 bits x = (x,_|,
X, 5+ -+ s Xy) NO sistema numérico bindrio, de forma que

n—1

Entdo, para o sistema complemento de dois, o Mapeamento | € definido por

x, =x mod 2"

Pela definiciio da fun¢io mod, para [x] < 2", isto € equivalente a

{ x se xz0
*R= 2"~ 1xl se x<0

Conseqilentemente, como ilustra a Tabela 10.2, o mapeamento divide a faixa da representagiio em duas regides: a regido
correspondente aos nimeros inteiros positivos (também chamada formas verdadeiras porque nenhuma transformagéo
€ executada entre x e xp), e a regido negativa (chamada formas complementares, porque a representagiio € obtida
subtraindo-se lxl de 2"). A descricfio circular dada para n = 4 na Figura 10.9 mostra a relagdio entre esta representacio e
a fungdo mod.
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Formas complementares Formas verdadeiras
f— —

Figura 10.9 Representagio em complemento de dois paran=4.

Para se ter uma representacao inequivoca, a regidio x > 0 nio deve se sobrepor & regifio correspondente a x <0. Isto exige
que

[P < |
Porém, esta faixa néo inclui x, = 27-!, Trés opgdes sdo possiveis para este valor: ele pode ser usado para representar o
nimero inteiro positivo x = 2"~! ou o niimero inteiro negativo x = —2"~! ou pode nio ser usado. Como mostra a Tabela
10.2, a escolha usual é a representagiio do nimero inteiro negativo, porque ela simplifica a detecciio do sinal e o estouro
aritmético (overflow) na operacio de adigiio, conforme discutiremos mais tarde.

Tabela 10.2 Mapeamento no sistema complemento de dois

b Xp X
0 0 00. . . 000
1 ] 00. . . 001
2 2 00...010
- = —_ Formas verdadeiras
— — — (positivas)
- = = X=X
n=1_ 1 n-1_1 O 10
e ZJJ—I 2n -1 [ & 000
—@-l-) an=1 41 10, .. 001
- e — Formas complementares
— = — (negativas)
2 m_2 ... 110 Xp=2"— Ixl

-1 2 -1 T TH

A tabela seguinte apresenta as correspondéncias para —4 <x < 3 no sistema complemento de dois. Neste caso, 2" =8
e x, € representado pelo vetor de trés bits x = (x,, x, x).

=
i
tal

e x x X

R
3 3 011 -1 7 111
2 2 010 -2 6 110
1 1 001 =3 5 101
0 0 000 -t 4 100

Para obter o niimero inteiro com sinal x dada a representagio x,, 0 mapeamento inverso ¢

se X €2 =1 (x20)
221 (x<0)
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Este mapeamento inverso também pode ser expresso em lermos dos bits de x,,. Para isto, consideremos os dois casos do
mapeamento, da seguinte maneira;

i. x=ux,. Como.x,<2""' obil x,_, € 0. Conseqiientemente,

n-2
x=x,=0x2"" + 2 x2!
i=0
ii. x= x,—2".Comox, 2 2""',0bitx, ¢ l.Istoresultaem
n-2 n-2
E S R LB B L +E x2)-2"=—] x 2! +Z x2!
i=0 i=0
Combinando ambos o0s casos, obtemos
n=2
x=-x_ 2"+ Z x2!
i=0
Dois exemplos de oito bits sio
be X
01000101 0+ 69 = 69
11000101 —128 + 69 = 59

A implementagio da detecgdo de sinal é obtida diretamente do mapeamento inverso, de forma que o sinal & obtido do bit

mais significativo de x, da seguinte maneira:

= 0 .
= |

xz20 se x
= n—1

x <0 se x

n—|

Sistema complemento de um

O sistema de representagiio de complemento de um pertence 4 mesma classe que o sistema complemento de dois, a saber,
0s sistemas verdadeiro e complementar. A representagio para o elemento genérico desta classe é descrita por:
Xp=xmod C

em que C ¢ a constante de complementagiio.

Para o sistema complemento de dois, C = 2", enquanto que para o sistema complemento de um, C = 2" — |, Esta
representagiio € ilustrada na Tabela 10.3. Conforme é mostrado,

* o sistema complemento de um é simétrico e a faixa é
__(zra—l % P =1 _

*  hd duas representacOes para zero: x, =0 e xe=2-1;

* o sinal também € detectado pelo bit mais significativo, mas, como no sistema sinal e magnitude, a relagio x= 0
¢ implementada como

x =0 se (x,_,=0) ou (xp=2"-1)
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Tabela 10.3 Mapeamento no sistema complemento de um

x Xp X
0 0 00, .. 000
1 I 00. .. 001
2 2 00...010
== i — Formas verdadeiras
- . — (positivas)
—_— = J— _\;R ==
-l =k 01,011
—@m-1-1) -1 10. .. 000
— == — Formas complementares
-2 2"-3 11. .. 101 (negativas)
-1 2n-2 11; .. 110 xp=2"-1-1xl
0 2"~ 1 [} =

10.3.2 Adicdo e subtracio de niimeros inteiros com sinal

Descreveremos, agora, as operacdes de adiciio e subtragiio de niimeros inteiros com sinal, Especificamente, digamos que
x ey sejam nimeros inteiros com sinal representados pelos velores x e y, respectivamente. A operagio de adigio ADD
produz o vetor de bits Z que representa o niimero inteiro com sinal z = x + y. Ou seja,

z = ADD(x, y)

Para a diferenga o = x — y, como d = x + (—y), basta combinarmos a operagiio ADD ¢ a operagiio de troca de sinal CS
(change of sign). Ou seja,

d = ADD(x, CS(y))

Se a faixa de nimeros inteiros representada por z for a mesma que a de x e y (isto &, se ela tiver o mesmo nidmero de
bits), o resultado da adi¢iio ou subtragéo poderd nfio ser representado por z. Nesse caso, um sinal de estouro aritmético
(overflow) v = 1 indicard esta situacio.

A complexidade de implementar operagoes ADD e CS depende do sistema de representagio usado para os niimeros
inteiros com sinal. Consideraremos, agora, estas implementagdes para o sistema complemento de dois, o qual, na pratica,
€ mais comumente usado, e deixaremos os casos de sinal e magnitude ¢ complemento de um como exercicios.

Adicao no sistema complemento de dois

No sistema complemento de dois, z = x + y é obtido computando-se

P— 1 4 n
2= f.rh. + ¥p) mod 2

Mostraremos, agora, que esta expressio produz o resultado correto se niio houver nenhum estouro aritmético, ou seja, se
-2 <(x+y) £2"' — I. Vamos considerar que

. " m
(x4 + yp) mod 2

e mostrar que ele corresponde a z,,, que € a representacio da soma z, Pela defini¢dio da representacio

x, =x mod 2"

,
Il

y mod 2"

de forma que

(xp + yp)mod 2" = (x mod 2" + y mod 2") mod 2"
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Entretanto, isto pode ser simplificado, porque (@ mod 2"+ b mod 2") mod 2"=(a + b) mod 2"; consegiientemente,

(x,+ y,)mod2"= (x + y) mod 2" =z mod 2"
rT YR ]

e, por definicdo,

zmod 2" =z,

Isto significa que, para executar a adigdo de dois niimeros inteiros com sinal representados no sistema complemento de
dois, adicionamos a representagiio (positiva) e obtemos o residuo (mod) da soma com respeito a 2", Esta operagfo é feita
independentemente das magnitudes relativas dos operandos e seus sinais (isto se contrapde ao caso do sinal e magnitude;
veja o Exercicio 10.14). Sio exemplos de adigio para 2= 64 ¢ 32 <x, y, z <31

Operandos Representacio Adigdo em Resultado
com sinal complemento de dois com sinal
X ¥ Xp Yr (xg + yp) mod 64 = Zg Z
13 9 13 9 22 mod 64 = 22 22
13 -9 13 55 68 mod 64 = 4 4
—-13 9 51 9 60 mod 64 = 60 —4
-13 -9 51 55 106 mod 64 = 42 -22

Conseqiientemente, a operag¢o de adi¢do em complemento de dois consiste em dois passos:

« aadicio das representagdes positivas; e

= aoperagdo mod.

O primeiro passo € executado por um somador para os operandos positivos, conforme discutimos na Segiio 10.1 e 10.2;
consideraremos, agora, a operagiio mod. Admitamos que Wp=Xp+ Ypi COMO Xp, ¥ < 2", entdo wy, < 2% 2", Portanto, para
este caso, a opera¢do mod corresponde a:

{ Wp se  wp< 2"

= w, mod 2" =
R W, — 2" se  2'Sw, < 2x2"

g

Conseqiientemente, esta operaciio consiste em determinar se w, 2 2" e, nesse caso, subtrair 2" dele.

Uma vez que w, < 2x 2", arepresentagio de wy, no sistema numérico de base 2 é um vetor de bits w = [ .,
de n + 1 bits. A determinagio de se w,, = 2" pode ser realizada simplesmente verificando-se o bit mais significativo de
w, de forma que

22" se w

n

o< se w, =0
Wp = _

No primeiro caso, w, mod 2" =w, e sua representagéio é (w, _,, ..., w,). No segundo caso, é necessério subtrair 2 de Wes

isto € simples de fazer, porque a representagio de 2" é um | seguido de n 0's. Consegiientemente,

wemod 2" & (Lw, |,...,w)—=(1,0,...,0)=(w 45 W)

n—1**"

Ou seja, em ambos os casos, a operagiio mod € executada descartando-se o bit mais significativo do vetor de bits w. Este

bit corresponde ao vai-1 da adig@o de x, e y, para produzir w,

Em suma, no sistema complemento de dois, o resultado de adicionar niimeros inteiros com sinal corresponde 2 safda do
somador, descartando-se o vai-1. Descrevemos isto da seguinte maneira:

z = ADD(x, y,0)
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em que ADD € a adi¢iio de niimeros inteiros positivos e o terceiro operando corresponde ao vem-1. O médulo somador
complemento de dois € mostrado na Figura 10.10.

M |
o
=

descarte

€y +— Somador - 0

[t
=

Figura 10.10 Médulo somador complemento de dois.

Dois exemplos de adic@o de niimeros inteiros com sinal no sistema numérico complemento de dois so:

Computagio no Representacio Valores

nivel de bit positiva com sinal
n=4 x = 1011 Xe= 11 x= -5

y= 0101 Vg = 3 y= 3

W= 10000 wp= 16

zZ= 0000 Zp 0 = 0
n=28 x= 11011010 xXp = 218 x= 38

y = 11110001 yp = 241 y= 15

w= 111001011 we= 459

z = 11001011 zp = 203 z= -53

Troca de sinal no sistema complemento de dois

A operagio de troca de sinal consiste em obter z, a partir de x, de forma que z = —x. A operagfo nesta representagdo,
também chamada de complementacao, é

= (2" - x,) mod 2"

Zp

Para mostrarmos a corregiio da operagéo, consideremos os trés casos, x=0,x=0ex <0. Paraocasox# 0,x,> 0, de
forma que (2" - x,) mod 2" = 2" — x,,. Conseqiientemente, nesses casos, desprezamos o mod 2",

x=0:—=x=0, entdo z, = Xp = 0. Isto confirma a expressdo acima em relag@o  troca de sinal, uma vez que (2" - 0)

mod 2" = 0.
x> 0: —x é negativo, entdo z, = 2" — |zl = 2" —x. Além disso, x € positivo, de forma que x, = x. Substituindo, obtemos
2,=2"~Xx,.

x < 0: —x € positivo, entdo z, = z = —x. Além disso, x € negativo, de forma que

x,=2"—Ixl=2"+1x.

Novamente, substituindo, obtemes = " — Xp.
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Conseqtientemente. a operacdo de troca de sinal consiste em subtrair x, de 2". A implementagio direta exige uma
subtraciio completa. a qual € complexa: uma implementagio mais simples é obtida observando-se que 2" = (2" - 1) + 1,
de forma

2p=(2"—1-xp) + 1

Uma vez que a representagao de 2" — 1 é (1, 1,.. ., 1), obtemos 2" — | — x,, a0 complementarmos cada bit de x. Por
q p ® P
exemplo, paran =6

= 17 = 010001
63 —x, = 111111 - 010001 = 101110 = 46

Conseqiientemente, a operagiio de troca de sinal consiste em dois passos:

« complemente cada bit para obter 1" e
= adicione 1.

A adigdo de | pode ser realizada fazendo-se 0 vem-1 em ¢, = 1. A descrigio correspondente é

z=ADDQ’ 0. 1)

Para n =4 e x = -3, a tabela seguinte descreve a operacio de troca de sinal no sistema complemento de dois:

X 1101 x=-3
x! 0010

0 0000

o 1

z 0011 z=3

Subtracio no sistema complemento de dois

Como ji indicamos, a subtragio é executada combinando-se troca de sinal e adi¢iio, porque z = x — v = x + (—=v). Nos
termos das operagoes de adigio e troca de sinal jd descritas, obtemos

Zp=(x,+(2"=1- y,) + 1) mod 2"
R K R

As duas adi¢des desta expressio podem ser combinadas em uma tnica ao fixarmos em 1 o vem-1 para o somador; a
descricio correspondente €

z = ADD(x, y', 1)

A tabela seguinte descreve a subtracdo no sistema complemento de dois:

X 01100000
y 00110001  y’' 11001110
‘ = I
z 00101111

Resumo

Um resumo da implementacfio das operagdes de adicdo, troca de sinal e subtragiio para o sistema complemento de dois
¢ o seguinte:

Operaciio Sistema complemento de dois
I=x+y z = ADD(x, ¥, )
7= Z=ADD{x'. 0, 1)
Z=x—-y z=ADD(x y, 1)
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Deteccao de estouro no sistema complemento de dois

Existe um estouro (overflow) sempre que o resultado da adi¢iio ou subtragiio estd fora da faixa dos niimeros inteiros
representdveis; nesse caso, o resultado ¢ incorreto, de forma que é necessdrio detectar esta situagio.

Consideramos o caso da adi¢io; a situaco é similar para a subtragiio se o sinal de y for trocado. Na operagio de adigio,
pode ocorrer um estouro somente quando os operandos sdo do mesmo sinal; quando os sinais sdo diferentes, o resultado
ndo pode ser mais positivo ou mais negativo do que ambos os operandos. No caso de operandos de mesmo sinal,
ocorrerd um estouro se a adi¢fo produzir um resultado de sinal oposto (veja a Figura 10.11). Conseglientemente, no
sistema complemento de dois, ocorrerd um estouro (v = 1) se

L xﬂ—]y rr—izn—J +xrr—l-vfl—lzu—l

X0 ——
»>0
z=>0

A0 —
y>0
z<0 Estouro

x<0
<0
z<0

x<0
<0
. R —————— ) (2142

0

L8]
E
%]
=

Figura 10.11 Estouro no sistema complemento de dois.

Outra maneira de detectar um estouro aritmético no sistema complemento de dois consiste em verificar os dois transportes
mais significativos da adi¢io (veja o Exercicio 10.15), da seguinte maneira:

v=c @c
( n—|

Unidade aritmética em complemento de dois

Descreveremos, agora, uma implementacio combinacional de uma unidade aritmética em complemento de dois para
operagdes bdsicas com niimeros inteiros com sinal. A especifica¢do de alto nivel desta unidade € a seguinte:

Entradas: zx=(x S A X € {0, 1}
Ypotre oo Yoh ¥, € (0, 1)

€ (0,1)
= (L fpfy)

£ T
]

™

Saidas: Z=(Z,_jv - s I z,€ {0, 1}

n—1

c .. sgn, zero,ovf € {0, 1)

out?



