
C
a
p��tu
lo
8

C
�o
d
ig
o
s
B
in
�a
rio
s

O
s
sistem
as
digitais
s�o
operam
com
dois
d��gitos:
0
e
1.
P
or
causa
da
di-

versidade
das
aplica�c~oes,
m
uitos
c�odigos
foram
propostos
para
representar

diferentes
tipos
de
inform
a�c~ao.
E
sta
inform
a�c~ao
pode
ser
n�um
eros
(em
dife-

rentes
sistem
as
de
num
era�c~ao),
letras
(p.
ex.,
a,
A
,
w
,
E
),
s��m
bolos
(p.
ex.,

*,#
,
$)
e
sinais
de
controle
(p.
ex.,
C
T
R
L
-C
,
\m
udan�ca
de
linha").

D
e
um
a
m
aneira
geral,
podem
os
dizer
que
um
c�o
d
ig
o
b
in
�a
rio
C
�e
um

conjunto
de
sequ^encias
de
com
prim
ento
n
(p
a
lav
ra
s-c�o
d
ig
o)
sobre
G
F
(2),

associado
a
esquem
as
de
co
d
i�
ca
�c~a
o
e
d
eco
d
i�
ca
�c~a
o:

�
num
esquem
a
de
codi�ca�c~ao
cada
unidade
de
inform
a�c~ao
�e
m
apeada

univocam
ente
a
um
a
p
a
lav
ra
-c�o
d
ig
o.

�
num
esquem
a
de
decodi�ca�c~ao
cada
palavra-c�odigo
�e
convertida
na

unidade
de
inform
a�c~ao
original.

C
odificador

D
ecodificador

M
ensagem

M
ensagem

Palavra-código

C
ódigo

N
o
cap��tulo
6
j�a
tivem
os
oportunidade
de
ver
alguns
circuitos
sim
ples
de

codi�ca�c~ao
e
decodi�ca�c~ao.

N
este
cap��tulo
introduzirem
os
algum
as
no�c~oes
b�asicas,m
as
m
ais
form
ais,

sobre
c�odigos.

1
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8
.1

C
o
n
ceito
s
B
�a
sico
s

P
odem
os
representar
gra�cam
ente
um
a
palavra
bin�aria
de
n
d��gitos
com
o

v�ertices
de
um
cubo
unit�ario
de
dim
ens~ao
n
no
espa�co
R
n,de
m
odo
que
um

cubo
de
dim
ens~ao
0
�e
um
ponto
e
a
proje�c~ao
de
um
cubo
de
dim
ens~ao
n
�e

um
cubo
de
dim
ens~ao
n
�
1.

0
1

00
01

10
11

010
011

000
001

110
111

100
101

0

A
dist^ancia,
em
term
os
de
arestas,
entre
dois
v�ertices
�e
denom
inada

d
ist^a
n
cia
d
e
H
a
m
m
in
g
H
.
C
om
o
por
constru�c~ao,dois
v�ertices
adjacentes

(por
arestas)
diferem
s�o
de
um
bit,�e
com
um
de�nir
a
dist^ancia
de
H
am
m
ing

entre
duas
palavras
bin�arias
com
o
a
quantidade
de
bits
que
elas
diferem
.

E
x
em
p
lo
8
.1
D
adas
as
palavras:
a=
00110,b=
11001
e
c=
00101.
A
dist^ancia

de
H
am
m
ing
H
(a,b)=
5,
H
(d,c)=
4
e
H
(a,c)=
2.

C
onsidere
um
c�odigo
C.
A
d
ist^a
n
cia
d
e
H
a
m
m
in
g
d
do
c�odigo
�e
a

m
��nim
a
dist^ancia
e
H
am
m
ing
H
entre
todos
os
pares
de
palavras
pertencentes

ao
c�odigo.

E
x
em
p
lo
8
.2
D
ados
dois
c�odigos
C
1
=
f00;01;10;11g
e
C
2
=
f000;111g.

A
dist^ancia
de
H
am
m
ing
destes
c�odigos
�e,
respectivam
ente
igual
a
1
e
3.

00

01

10

11

00

-

1

1

2

01

1

-

2

1

10

1

2

-

1

11

2

1

1

-

d=
1

000

111

000

-

3

111

3

-

d=
3

O
bserve
que
C
2
�e
conhecido
com
o
c�o
d
ig
o
d
e
rep
eti�c~a
o.

O
p
eso
de
um
a
palavra
bin�aria
a,
W
(a),
�e
a
quantidade
de
bits
1
que

aparecem
na
palavra.

E
x
em
p
lo
8
.3
Sejam
as
palavras
a=
0000,b=
0110
e
c=
1011,ent~ao
W
(a)=
0,

W
(b)=
2
e
W
(c)=
3.
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P
ode-se
obter
a
dist^ancia
de
H
am
m
ing
entre
duas
palavras
bin�arias,
a
e

b,
atrav�es
da
express~ao

H
(a;b)
=
W
(a
�
b);

onde
�
denota
a
opera�c~ao
X
O
R
,
bit
a
bit,entre
as
duas
palavras.

E
x
em
p
lo
8
.4
Sejam
duas
palavras
a=
1001
e
b=
0011.
H
(a;b)
=
W
(a�
b)
=

W
(10100)
=
2.

Seja
d
a
dist^ancia
m
��nim
a
de
um
c�odigo.
Se
d
=
1,ent~ao
o
c�odigo
n~ao
pode

detectar
todos
os
erros.
Se
d
=
2,ent~ao
o
c�odigo
p
o
d
e
d
etecta
r,
m
a
s
n
~a
o

co
rrig
ir,
erro
s
sim
p
les
(quando
s�o
h�a
um
bit
trocado
na
palavra).
E
se

d
�
3,
ent~ao
o
c�odigo
pode
d
etecta
r
e
co
rrig
ir
to
d
o
s
o
s
erro
s
sim
p
les.

U
m
princ��pio
bastante
intuitivo
para
dete�c~ao
e
corre�c~ao
de
erros
intro-

duzidos
num
c�odigo
original
�e
o
princ��pio
de
m
�a
x
im
a
v
ero
ssim
ilh
a
n
�ca

(m
axim
um
likelihood
),
o
qual
considera
com
o
a
m
a
is
p
rov
�a
v
el
p
a
lav
ra

v
�a
lid
a
aquela
que
tiver
a
m
enor
dist^ancia
de
H
am
m
ing
em
rel�c~ao
�a
palavra

em
an�alise.

E
x
em
p
lo
8
.5
D
ado
o
c�odigo
C
=
f00000;01110;10111;11001g
e
um
a
pala-

vra
r
=
11111.
P
or
com
para�c~oes
exaustivas,
pode-se
concluir
que
r
n~ao
per-

tence
a
C,portanto
ela
n~ao
�e
v�alida
e,pela
sim
ilaridade,a
m
ais
prov�avelpala-

vra
�e
10111,pois
H
(r,00000)=
5,H
(r,01110)=
2,H
(r,10111)=
1
e
H
(r,11001)=
2.

E
x
em
p
lo
8
.6
D
ado
o
c�odigo
C
=
f000;011;101;110g
e
um
a
palavra
r
=

100.
P
or
com
para�c~oes
exaustivas,
pode-se
concluir
que
r
n~ao
pertence
a
C,

portanto
ela
n~ao
�e
v�alida
e,
pela
sim
ilaridade,
n~ao
se
pode
inferir
a
prov�avel

palavra
original,
pois
H
(r,000)=
1,
H
(r,011)=
2,
H
(r,101)=
1
e
H
(r,110)=
1.

8
.2

C
�o
d
ig
o
s
d
e
G
ray

O
prim
eiro
codi�cador
�e
um
codi�cador
angular
que
converte
um
a
posi�c~ao

do
eixo
m
ec^anico
num
n�um
ero
digitalcodi�cado
em
bin�ario.
E
ste
codi�cador

consiste
em
um
disco
de
segm
entos
de
m
aterialcondutor
(�areas
escurecidas)

e
de
m
aterial
isolante
(�areas
claras)
acoplado
a
um
eixo.
U
m
conjunto
de

escovas
�e
ent~ao
ligado
de
m
odo
que
um
a
s�o
escova
�e
posicionada
no
centro
de

cada
faixa
conc^entrica
do
disco.
Se
a
escova
estiver
sobre
a
�area
escurecida

resultar�a
num
sinal1
e
se
estiver
sobre
a
�area
clara,num
sinal0.
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Saída de escovas

D
isco codificador de 4 bits

Eixo

H
�a
um
problem
a
cr��tico
com
este
esquem
a
de
codi�ca�c~ao:
se
o
disco
es-

tiver
num
a
posi�c~ao
em
que
o
n�um
ero
de
sa��da
varie,por
exem
plo,de
0011
a

0100,
ou
em
qualquer
posi�c~ao
onde
v�arios
bits
m
udam
de
valor
sim
ultanea-

m
ente,o
sinalde
sa��da
pode
ser
am
b��guo
devido
�as
im
precis~oes
m
ec^anicas
(a

probabilidade
das
escovas
cobrirem
sim
ultaneam
ente
os
novos
segm
entos
�e

m
uito
pequena).
P
ara
evitar
esta
am
big�uidade
foiproposto
o
uso
de
c�o
d
ig
o
s

d
e
G
ray,
no
qual
dois
quaisquer
n�um
eros
adjacentes
diferem
som
ente
de
1

bit.

D
ecim
al
C
�odigo
de
G
ray
(3
bits)
C
�odigo
de
G
ray
(4
bits)

0

000

0000

1

001

0001

2

011

0011

3

010

0010

4

110

0110

5

111

0111

6

101

0101

7

100

0100

8

1100

...

...

...

O
c�odigo
de
G
ray
pertence
�a
classe
de
c�o
d
ig
o
s
re
etid
o
s,
pois
observe

na
tabela
acim
a
que
as
palavras-c�odigo
de
n
bits
podem
ser
geradas
atrav�es

da
reex~ao
das
palavras-c�odigo
de
n
�
1
bits.
C
om
o
j�a
vim
os
no
cap��tulo
6,os

codi�cadores
e
decodi�cadores
destes
c�odigos
s~ao
circuitos
com
binacionais,

nos
quais
cada
bit
de
sa��da
�e
um
a
fun�c~ao
l�ogica
de
todos
os
bits
de
entrada

(n�um
eros
em
representa�c~ao
bin�aria).
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8
.3

C
�o
d
ig
o
s
B
C
D

P
ara
facilitar
a
interpreta�c~ao
dos
n�um
eros
representados
no
sistem
a
bin�ario,

foram
porpostos
os
c�odigos
B
C
D
(binary-coded
decim
al).
E
ste
c�odigos
s~ao

tam
b�em
conhecidos
com
o
c�o
d
ig
o
s
p
o
n
d
era
d
o
s,
pois
cada
d��gito
decim
al�e

representado
por
um
grupo
de
4
bits
e
cada
bit
tem
um
peso
associado.

A
classe
de
c�odigos
B
C
D
m
ais
conhecida
�e
a
classe
dos
c�odigos
8
4
2
1,no

qual
o
d��gito
m
ais
signi�cativo
tem
o
peso
8,
o
segundo
d��gito
4,
o
terceiro

2,e
o
d��gito
m
enos
signi�cativo
o
peso
1.

D
ecim
al
C
�odigo
8421
B
C
D

0

0000

1

0001

2

0010

3

0011

4

0100

5

0101

6

0110

7

0111

8

1000

9

1001

E
x
em
p
lo
8
.7
O
s
seguintes
n�um
eros
(245),
(16;72)
e
(0;398)
s~ao
represen-

tados,respectivam
ente,pelas
palavras-c�odigo
(001001000101),(00010110;01110010)

e
(0000;001110011000)
no
c�odigo
8421
B
C
D
.

N
a
tabela
que
se
segue
s~ao
apresentados
4
c�odigos
B
C
D
com
outras
pon-

dera�c~oes:B
in�ario

4221
B
C
D

5421
B
C
D

2421
B
C
D

84-2-1
B
C
D

0000

0000

0000

0000

0000

0001

0001

0001

0001

0111

0010

0010

0010

0010

0110

0011

0011

0011

0011

0101

0100

1000

0100

0100

0100

0101

0111

1000

1011

1011

0110

1100

1001

1100

1010

0111

1101

1010

1101

1001

1000

1110

1011

1110

1000

1001

1111

1100

1111

1111
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O
bserve
que
a
partir
desta
tabela
�e
f�acil
sintetizar
os
codi�cadores
e

decodi�cadores
destes
c�odigos
em
circuitos
com
binacionais.

8
.4

C
�o
d
ig
o
s
X
S
3

C
om
o
nos
c�odigos
B
C
D
,
nos
c�odigos
X
S3
ou
c�o
d
ig
o
s
3
em

ex
cesso
cada

d��gito
decim
al�e
tam
b�em
representado
por
um
conjunto
de
4
bits.
E
ntretanto,

diferentem
ente
dos
c�odigos
B
C
D
,estes
c�odigos
n~ao
s~ao
considerados
c�odigos

ponderados,pois
a
cada
bit
n~ao
�e
associado
um
peso
espec���co,com
o
m
ostra

a
seguinte
tabela

D
ecim
al
C
�odigo
3
em
excesso

0

0011

1

0100

2

0101

3

0110

4

0111

5

1000

6

1001

7

1010

8

1011

9

1100

O
bserve
que
ele
�e
obtido
a
partir
do
c�odigo
B
C
D
8421,
adicionando
011

a
cada
palavra-c�odigo
correspondente.

O
c�odigo
X
S3
facilita
a
im
plem
enta�c~ao
de
opera�c~oes
aritm
�eticas
com

uso
de
com
plem
entos.
E
ste
c�odigo,
com
o
c�odigo
B
C
D
4221,
�e
um
self-

com
plem
enting
code.
U
m
self-com
plem
enting
code
�e
aquele
para
o
qual
o

com
plem
ento
de
9
do
n�um
ero
correspondente
pode
ser
facilm
ente
obtido

com
plem
entando
bit
a
bit
(invertendo
cada
bit).

E
x
em
p
lo
8
.8
Seja
um
n�um
ero
em
decim
al
(8315)10 .
A
sua
presenta�c~ao

em
X
S3
�e
(1011011001001000)
X
S
3 .
O
com
pelem
nto,
bit
a
bit,
do
n�um
ero
�e

(0100100110110111)
X
S
3
que
em
X
S3
corresponde
a
(1684)10 .
E
ste
�e
exata-

m
ente
o
com
plem
ento
de
9
de
(8315)10 .
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8
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C
�o
d
ig
o
s
A
lfa
n
u
m
�erico
s

C
�odigos
alfanum
�ericos
s~ao
c�odigos
capazes
de
representar
tanto
as
letras

quanto
os
n�um
eros
e
os
caracteres
de
controle.
Foram
feitas
v�arias
tentativas

no
sentido
de
padronizar
um
c�odigo
alfanum
�erico
que
satis�zesse
os
interesses

dos
fabricantes
e
dos
usu�arios.

O
c�odigo
m
ais
utilizado
nos
sistem
as
com
putacionais
�e
o
c�odigo
A
SC
II

(A
m
erican
Standard
C
ode
for
Inform
ation
Interchange)
proposto
pela
A
N
-

SI
(A
m
erican
N
ational
Standards
Institute).
E
le
�e
considerado
o
form
ato-

padr~ao
para
a
entrada/sa��da
nos
m
icrocom
putadores.
N
este
c�odigo
as
palavras-

c�odigo
s~ao
form
adas
por
7
bits.
O
s
4
�ultim
os
bits
das
plavras-c�odigo
que

representam
os
d��gitos
decim
ais
s~ao
exatam
ente
iguais
�as
palavras-c�odigo

correspondentes
no
c�odigo
8421
B
C
D
.

B
its

B
its
654

3210

000

001

010

011

100

101

110

111

0000

N
U
L

D
L
E

SP
A
C
E

0

@

P

'

p

0001

SO
H

D
C
1

!

1

A

Q

a

q

0010

ST
X

D
C
2

`
`

2

B

R

b

r

0011

E
T
X

D
C
3

#

3

C

S

c

s

0100

E
O
T

D
C
4

$

4

D

T

d

t

0101

E
N
Q

N
A
K

%

5

E

U

e

u

0110

A
C
K

SY
N

&

6

F

V

f

v

0111

B
E
L

E
T
B

`

7

G

W

g

w

1000

B
S

C
A
N

(

8

H

X

h

x

1001

H
T

E
M

)

9

I

Y

i

y

1010

L
F

SU
B

*

:

J

Z

j

z

1011

V
T

E
SC

+

;

K

[

k

f

1100

F
F

F
S

,

<

L

l

j

1101

C
R

G
S

-

=

M

]

m

g

1110

SO

R
S

.

>

N

n

�

1111

SI

U
S

/

?

O

-

o

D
E
L

O
utros
dois
c�odigos
conhecidos,utilizados
pela
IB
M
,s~ao
B
C
D
IC
(binary-

coded
decim
al
interchange
code)
e
E
B
C
D
IC
(extended
binary-coded
decim
al

interchange
code).
N
o
prim
eiro,
os
caracteres
alfanum
�ericos
s~ao
representa-

dos
pelas
palavras
de
7
bits
e
no
segundo,
8
bits.
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C
�o
d
ig
o
s
D
etecto
res
e
C
o
rreto
res
d
e
E
rro

O
processo
da
transfer^encia
de
inform
a�c~ao
entre
os
dispositivos
digitais
�e

bastante
suscept��vela
erros.
P
ara
aum
entar
a
con�abilidade
de
um
sistem
a,�e

desej�aveldetectar
e,se
poss��vel,corrigi-los.
P
ara
isso,�e
necess�ario
introduzir

r
bits
de
redund^ancias
na
inform
a�c~ao
(codi�cada)
realde
k
bits.
T
ais
bits
de

redund^ancia
s~ao
denom
inados
b
its
d
e
p
a
rid
a
d
e
e
usam
os
a
nota�c~ao
(n
;k),

onde
n
=
k
+
r
�e
a
quantidade
totaldos
bits
nas
palavras-c�odigo.

O
c�odigo
detector
de
erro
m
ais
conhecido
�e
o
c�o
d
ig
o
d
e
p
a
rid
a
d
e.
N
este

c�odigo
adiciona
um
bit
de
paridade
aos
k
bits
da
inform
a�c~ao
original,
de

tal
form
a
que
b
k
�
b
k
�

1
�
����
b
2
�
b
1
�
b
0
�
p
=
0
(paridade
par)
ou

b
k �
b
k
�

1 �
����
b
2 �
b
1 �
b
0 �
p
=
1
(paridade
��m
par).
C
ham
am
o
o
resultado

destas
express~oes
de
s��n
d
ro
m
e
da
palavra-c�odigo.

E
x
em
p
lo
8
.9
Seja
um
c�odigo
de
G
ray
de
3
bits
(b
2 b
1 b
0 ).
O
c�odigo
de
pari-

dade
correspondente
�e
listado
na
seguinte
tabela.

G
ray

P
aridade
P
ar
P
aridade
�Im
par

000

000
0

000
1

001

001
1

001
0

011

011
0

011
1

010

010
1

010
0

110

110
0

110
1

111

111
1

111
0

101

101
0

101
1

100

100
1

100
0

N
ote
que
a
dist^ancia
de
H
am
m
ing
do
c�odigo
de
paridade
�e
2.
N
o
caso
da

paridade
par,
a
dist^ancia
�e
tam
b�em
2.

0000

0011

0110

0101

1100

0000

-

2

2

2

2

0011

2

-

2

2

4

0110

2

2

-

2

2

0101

2

2

2

-

2

1100

2

4

2

2

-

d=
2

P
ortanto,
c�o
d
ig
o
s
d
e
p
a
rid
a
d
e
�e
u
m
c�o
d
ig
o
d
etecto
r
d
e
erro
s
sim
-

p
les.
Supom
os
que
o
segundo
bit
de
um
a
palavra
for
invertido
por
algum

m
otivo,
ent~ao
no
lugar
de
0011
lerem
os
0111
cuja
s��ndrom
e
�e
0
�
1
�
1
�
1
=

1
6=
0.
P
or
essa
s��ndrom
e,
podem
os
dizer
que
ocorreu
um
erro
na
palavra.
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N
~ao
podem
os,
entretanto,
corrig��-lo,
pois
d(0111;0011)
=
d(0111;0101)
=
1.

Q
ualdas
duas
�e
a
original?

U
m
c�o
d
ig
o
co
rreto
r
d
e
erro
sim
p
les
m
uito
utilizado
nos
sistem
as

com
putacionais
�e
o
c�odigo
de
H
am
m
ing
(7,4) 1.
N
este
c�odigo
s~ao
adicio-

nados
tr^es
bits
de
paridade
(p
0 ;p
1 ;p
2 )
aos
4
bits
originais
de
inform
a�c~ao

(i0 ;i1 ;i2 ;i3 )
para
corrigir
erro
s
sim
p
les
que
possam
ocorrer
num
a
palavra

(p
0 ;p
1 ;i0 ;p
2 ;i1 ;i2 ;i3 ).
O
s
valores
dos
tr^es
bits
de
paridade
s~ao
tais
que
devem

satisfazer
as
seguintes
equa�c~oes:

p
2
�
i1
�
i2
�
i3
=

0

p
1
�
i0
�
i2
�
i3
=

0

p
0
�
i0
�
i1
�
i3
=

0

(8.1)

O
u
seja,

p
2

=

i1
�
i2
�
i3

p
1

=

i0
�
i2
�
i3

p
0

=

i0
�
i1
�
i3

(8.2)

A
ssim
cada
m
ensagem
~i
=
(i0 ;i1 ;i2 ;i3 )
�e
convertida
num
a
palavra-c�odigo

(i0
�
i1
�
i3 ;i0
�
i2
�
i3 ;i0 ;i1
�
i2
�
i3 ;i1 ;i2 ;i3 ).

U
tilizando
a
nota�c~ao
m
atricialtem
os

c
=

h
i0
i1
i2
i3 i 26664

1
1
1
0
0
0
0

1
0
0
1
1
0
0

0
1
0
1
0
1
0

1
1
0
1
0
0
1

37775
=
~iG

A
m
atriz
G
�e
denom
inada
m
a
triz
g
era
d
o
ra
deste
c�odigo.

O
s
valores
que
�cam
no
lado
direito
da
igualdade
das
eq.(8.1)
form
am

um
vetor
que
denom
inam
os
s��n
d
ro
m
e
(de
erro)
de
um
a
palavra.
P
ois,para

qualquer
palavra
de
7
bits
que
satisfaz
tais
iguldades
(vetor
nulo),
conside-

ram
os
que
ela
pertence
ao
c�odigo.
C
aso
contr�ario,
dizem
os
que
ela
�e
v�alida

para
o
tal
c�odigo
(vetor
n~ao
nulo).
Se
supom
os
que
s�o
um
e
som
ente
um

1C
�odigos
de
H
am
m
ing
(n,k)
apresentam
as
seguintes
propriedades:
dist^ancia
de
H
am
-

m
ing
igual
a
3,
n
=
2
m

�

1,
do
qual
k
=
2
m

�

m

�

1
s~ao
bits
de
inform
a�c~ao
e
n
�

k
s~ao

bits
de
paridade
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bit
da
palavra-c�odigo
pode
ser
invertido
(erro
sim
ples),
podem
os
detectar
e

corrigir
este
erro,um
a
vez
que
a
dist^ancia
de
H
am
m
ing
dese
c�odigo
�e
3.

O
seguinte
diagram
a
de
V
enn
ajuda
visualizar
a
rela�c~ao
entre
os
bits
de

cada
palavra.
C
ada
c��rculo
corresponde
a
um
a
equa�c~ao
do
sistem
a
(8.1).

i0

i1

i2

i3

p
0

p
1

p
2

O
bserve
que
quando
um
dos
bits
de
inform
a�c~ao
i0 ;i1 ;i2
for
invertido,

duas
das
express~oes
do
(8.1)
ter~ao
resultados
diferentes
de
0.
Se
o
bit
de

inform
a�c~ao
i3
for
invertido,as
tr^es
equa�c~oes
ter~ao
resultados
diferentes
de
0.

E
,�nalm
ente,se
um
bit
de
paridade
for
invertido,som
ente
um
a
equa�c~ao
tem

resultado
diferente
de
zero.
A
partir
dessa
observa�c~ao
podem
os
estabelecer

a
seguinte
rela�c~ao
entre
cada
s��ndrom
e
(p
2 p
1 p
0 )
e
os
padr~oes
de
erro

s��ndrom
e
padr~ao
de
erro

000

0000000

100

0001000

010

0100000

001

1000000

110

0000010

101

0000100

011

0010000

111

0000001

E
x
em
p
lo
8
.1
0
Seja
um
c�odigo
de
H
am
m
ing
(7,4)
cujas
palavras-c�odigo
tem

o
form
ato
~c
=
(p
0 ;p
1 ;i0 ;p
2 ;i1 ;i2 ;i3 ).
C
onsidere
que
seja
recebida
a
palavra

0001001
e
que
no
sistem
a
s�o
ocorre
erros
sim
ples.
A
palavra
pertence
ao

c�odigo?
A
s��ndrom
e
desta
palavra
�e
011,
pois

1
�
0
�
0
�
1
=

0

0
�
0
�
0
�
1
=

1

0
�
0
�
0
�
1
=

1

P
ortanto,ela
n~ao
�e
v�alida.
C
onsultando
a
tabela
de
rela�c~ao
entre
s��ndrom
es

e
padr~oes
de
erro,
conclui-se
que
o
padr~ao
de
erro
correspondente
�e
0010000.
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A
ssim
,
a
palavra
original
deveria
ter
sido
0001001
�
0010000
=
0011001
e

n~ao
0001001.

�E
com
um
utilizar
a
nota�c~ao
m
atricial
para
representar
a
s��ndrom
e
em

fun�c~ao
de
palavras-c�odigo

s
=

h
p
0

p
1

i0
p
2

i1
i2
i3 i 2666666666664

0
0
1

0
1
0

0
1
1

1
0
0

1
0
1

1
1
0

1
1
1

3777777777775
=
~cH
T

A
m
atriz
H
�e
denom
inada
m
a
triz
d
e
p
a
rid
a
d
e.

C
om
o
a
s��ndrom
e
de
um
a
palavra-c�odigo
�e
nula,pode-se
concluir
que

G
H
T
=
0:

P
ara
qualquer
palavra-c�odigo
~c
com
erro
sim
ple
~e,tem
os
~c1
=
~c+
~e.
A
sua

s��ndrom
e
�e
dada
por
(~c
+
~e)H
=
~cH
+
~eH
=
~eH
.
Segue-se
que
a
s��n
d
ro
m
e

d
e
u
m
a
p
a
lav
ra
-c�o
d
ig
o
d
ep
en
d
e
so
m
en
te
d
o
p
a
d
r~a
o
d
e
erro.
A
inda

m
ais,
o
produto
da
m
atriz
H
com
um
padr~ao
de
erro
~e
de
peso
igual
a
1

(erro
sim
ples)
na
posi�c~ao
i
da
palavra-c�odigo
�e
igual�a
coluna
i
de
H
.

E
x
em
p
lo
8
.1
1
P
ara
os
padr~oes
de
erros
sim
ples
do
c�odigo
de
H
am
m
ing

(7,4),
cujas
palavras-c�odigo
tem
o
form
ato
~c
=
(p
0 ;p
1 ;i0 ;p
2 ;i1 ;i2 ;i3 ),
tem
os

as
seguintes
s��ndrom
es:

s
=

2666666666664
1
0
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0
0

0
0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
1
0
0

0
0
0
0
0
1
0

0
0
0
0
0
0
1

3777777777775 2666666666664
0
0
1

0
1
0

0
1
1

1
0
0

1
0
1

1
1
0

1
1
1

3777777777775
=

2666666666664
0
0
1

0
1
0

0
1
1

1
0
0

1
0
1

1
1
0

1
1
1

3777777777775

V
ale
cham
ar
aten�c~ao
na
organiza�c~ao
dos
bits
deste
c�odigo:
a
s��ndrom
e
cor-

responde
exatam
ente
a
posi�c~ao
do
erro
sim
ples!
C
om
isso
pode
se
determ
inar

facilm
ente
o
bit
invertido
com
uso
de
um
decodi�cador
sim
ples
3{to{8
(ver

se�c~ao
6.1.1).
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8
.7

C
�o
d
ig
o
s
C
��clico
s

V
erem
os
nesta
se�c~ao
a
constru�c~ao
de
um
c�odigo
c��clico,
cujo
codi�cador
e

decoi�cador
podem
ser
im
plm
entados
com
uso
de
m
�aquinas
lineares
(se�c~ao

6.8).U
m
c�odigo
C
�e
cham
ado
c��clico
se
para
qualquer
palavra-c�odigo
~c
=

(c
0 ;c
1 ;���;c
n
�

2 ;c
n
�

1 )
2
C
existe
tam
b�em
um
a
palavra-c�odigo
~c0=
(c
n
�

1 ;c
0 ;���;c
n
�

3 ;c
n
�

2 )
2

C.
P
ara
an�alise
e
processam
ento,�e
conviente
associar
a
um
a
palavra-c�odigo

~c
=
(c
0 ;c
1 ;���;c
n
�

2 ;c
n
�

1 )
2
C
no
corpo
G
F
[q]um
p
o
lin
^o
m
io
-c�o
d
ig
o
c(x)
=

c
0 +
c
1 D
+
���+
c
n
�

2 D
n
�

2+
c
n
�

1 D
n
�

1.
A
s
propriedades
b�asicas
de
um
c�odigo

c��clico
C(n
;k)
em
G
F
(q)
s~ao:

1.
existe
um
�unico
polin^om
io
(m
^onico)
de
m
enor
grau
r
<
n,
g(D
)
=

g
0 +
g
1 x
+
���+
g
r D
r,em
C.
E
ste
polin^om
io
�e
conhecido
o
p
o
lin
^o
m
io

g
era
d
o
r
de
C.

2.
toda
palavra-c�odigo
c(D
)
2
C
pode
ser
expressa
de
form
a
�unica
com
o

c(D
)
=
m
(D
)g(D
),
onde
g(D
)
�e
o
polin^om
io
gerador
e
m
(D
)
�e
um

polin^om
io
de
grau
m
enor
que
(n
�
r)
em
G
F
(q)[D
].

3.
o
polin^om
io
gerador
�e
o
divisor
de
1
+
D
n
no
G
F
(q)[D
].

O
princ��pio
b�asico
destes
c�odigos
�e
construir
um
a
palavra-c�odigo
a
partir

de
um
a
inform
a�c~ao
m
(D
)
=
(m
0 ;m
1 ;���;m
k
�

r
�

1 )
atrav�es
da
m
ultiplica�c~ao

c(D
)
=
m
(D
)g(D
)

(8.3)

P
ara
decodi�car
esta
palavra
efetua-se
sim
plesm
ente
um
a
divis~ao

m
(D
)
=
c(D
)

g(D
) :

(8.4)

C
aso
a
palavra
c(D
)
for
alterada
por
algum
ru��do
e(D
),
term
os
c
1 (D
)
=

c(D
)+
e(D
)
no
lugra
de
c(D
).
A
divis~ao
resultar�a
em
:

c
1 (D
)

g(D
)
=
c(D
)

g(D
)
+
e(D
)

g(D
) :

(8.5)

P
ortanto,
se
a
divis~ao
for
exata
(e(D
)
=
0),
c
1 (D
)
�e
um
a
palavra-c�odigo

e
c
1 (D
)

g(D
)
corresponde
a
algum
a
m
ensagem
;
caso
contr�ario,
o
resto
e(D
)
cor-

responde
a
um
padr~ao
de
erro
adicionado
�a
palavra-c�odigo
c(D
).
P
ortanto,
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e(D
)
�e
a
s��n
d
ro
m
e
do
c�odigo
c��clico.
D
ependendo
da
quantidade
de
pad~oes

distintos
e
dos
tipos
de
erros
que
podem
ocorrer
no
sistem
a,podem
os
associar

a
cada
s��ndrom
e
um
padr~ao
de
erro
biunivocam
ente.

U
m
a
form
a
alternativa
para
representar
a
E
q.(8.3)
�e
com
uso
da
nota�c~ao

m
atricial

c(D
)
=
m
(D
)g(D
)
=

(m
0
+
m
1 D
+
���+
m
k
�

r
�

1 D
k
�

r
�

1)g(D
)

=

m
0 g(D
)+
m
1 D
g(D
)+
���+
m
k
�

r
�

1 D
k
�

r
�

1g(D
)

=

h
m
0

m
1

���
m
k
�

r
�

1 i 266666664

g(D
)

D
g(D
)

D
2g(D
)

...

D
k
�

r
�

1g(D
) 377777775

(8.6)

A
m
atriz

G
(D
)
=

266666664

g(D
)

D
g(D
)

D
2g(D
)

...

D
k
�

r
�

1g(D
) 377777775

=
266666664

g
0

g
1

���
g
r

0

g
0

g
1

���
g
r

...
...
...

g
0

g
1

���
g
r

g
0

g
1

���
g
r 377777775

(8.7)

�e
conhecida
com
o
a
m
a
triz
g
era
d
o
ra
dos
c�odigos
c��clicos.

O
p
o
lin
^o
m
io
-p
a
rid
a
d
e
h(D
)
=
h
0
+
h
1 D
+
���+
h
k D
k
�e
aquele
que

satisfaz
a
express~ao

c(D
)h(D
)
=
0
m
od
(1
+
D
n):

P
articularm
ente,h(D
)deve
ser
a
solu�c~ao
de
g(D
)h(D
)
=
(1+
D
n)
=
0
m
od
(1+

D
n).P

ode-se
m
ostrar
que
um
a
palavra
�e
v�alida,se

s(D
)
=

h
c
0

c
1

���
c
n
�

1 i 266666664
h
k

���
h
1

h
0

0

h
k

���
h
1

h
0

...
...
...
...

h
k

���
h
1

h
0

0

h
k

���
h
1

h
0 377777775

T
=

266664
00...0
377775

E
A
772
|
notas
de
aula
|
F
E
E
C
|
2
o
SE
M
/2001
(T
ing)

14

A
m
atriz

H
(x)
=

266666664
h
k

���
h
1

h
0

0

h
k

���
h
1

h
0

...
...
...
...

h
k

���
h
1

h
0

0

h
k

���
h
1

h
0 377777775

(8.8)

�e
a
m
a
triz
d
e
p
a
rid
a
d
e.

E
x
em
p
lo
8
.1
2
Seja
um
polin^om
io
prim
itivo
p(D
)
=
1+
D
2+
D
3
em
G
F
(2)[D
].

Lem
brando
que
um
polin^om
io
prim
itivo
em
G
F
(q)[D
]de
grau
m
�e
divisor
de

1
+
D
q
m

�

1,
ele
gera
c�odigos
de
com
prim
ento
iguala
2
3
�
1
=
7.

A
m
atriz
geradora
G
do
c�odigo
�e

G
=

26664
1
0
1
1
0
0
0

0
1
0
1
1
0
0

0
0
1
0
1
1
0

0
0
0
1
0
1
1

37775

A
s
palavras
v�alidas
deste
c�odigo
s~ao:

m
0 m
1 m
2 m
3

c
0 c
1 c
2 c
3 c
4 c
5 c
6

0000

0000000

0001

0001011

0010

0010110

0011

0011101

0100

0101100

0101

0100110

0110

0111010

0111

0110001

1000

1011000

1001

1010011

1010

1001110

1011

1000101

1100

1110100

1101

1111111

1110

1100010

1111

1101001

A
dist^ancia
de
H
am
m
ing
do
c�odigo
�e
3,
portanto
este
c�odigo
�e
capaz
de

detectar
e
corrigir
erros
sim
ples.
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Sendo
o
polin^om
io
h(D
)
=

1+
D
7

1+
D
2+
D
3

=
1
+
D
2
+
D
3
+
D
4,
a
m
atriz
de

paridade
H
do
c�odigo
�eH

=
264

1
1
1
0
1
0
0

0
1
1
1
0
1
0

0
0
1
1
1
0
1

375

A
ssim
,
as
s��ndrom
es
para
erros
sim
ples
s~ao:
100
(prim
eiro
bit),
110
(se-

gundo),
111
(terceiro),
011
(quarto),
101
(quinto),
010
(sexto)
e
001
(s�etim
o

bit).V
im
os
na
se�c~ao
6.8
que,
com
uso
de
ip-ops
D
e
portas
X
O
R
,podem
os

im
plem
entar
facilm
ente
os
codi�cadores
e
decodi�cadores
deste
c�odigo.
P
ara

isso,basta
considerarm
os
g(D
)
com
o
a
fun�c~ao
de
transfer^encia
do
codi�cador

e
1

g(D
) ,a
fun�c~ao
de
transfer^encia
do
decodi�cador.
E
um
a
form
a
para
corrigir

os
erros
seria,
q
u
a
n
d
o
p
o
ss��v
el,
construir
um
a
ta
b
ela
d
e
d
eco
d
i�
ca
�c~a
o,

cuja
entrada
�e
a
s��ndrom
e
e
cuja
sa��da
�e
o
padr~ao
de
erro.
E
ste
padr~ao
de
erro

deve
ser
subtra��do
da
palavra
recebida
para
obterm
os
um
a
palavra
v�alida.

P
odem
os
im
plem
entar
esta
tabela
com
uso
de
P
R
O
M
S
(program
m
able

read-only
m
em
ory)
cuja
estrutura
interna
consiste
de
um
arranjo
de
\chaves

eletr^onicas",que
fecham
ao
serem
\excitadas".

ee=0
e=1

D
ecodificador

Vcc

2-4

b3
b2

b1
b0

i0i1

"fusível"
0123
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N
ote-se
que
se
quiserm
os
arm
azenar,por
exem
plo,1001
na
linha
1,basta

abrirm
os
os
fus��veis
nas
colunas
b
2
e
b
1
da
linha
1.
A
ssim
quando
esta
linha

estiver
no
n��vel1,lerem
os
1001
na
sa��da
b
3 b
2 b
1 b0,m
esm
o
que
as
outras
linhas

n~ao
estiverem
no
n��vel
1
ou
os
outros
fus��veis
das
colunas
b
2
e
b
1
estiverem

abertos.
D
a��a
denom
ina�c~ao
de
w
ired-O
R
para
este
tipo
de
arranjo.

E
x
em
p
lo
8
.1
3
P
rogram
e
um
P
R
O
M
2
�
4,
segundo
a
seguinte
rela�c~ao:

E
ntrada

Sa��da

00

1100

01

0111

10

1000

11

1001

ee=0
e=1

D
ecodificador

Vcc

2-4

b3
b2

b1
b0

i0i1

"fusível"
0123

N
ote-se
que
as
fun�c~oes
l�ogicas
para
cada
sa��da
�e:

b
0

=

i1 0i0
+
i1 i0

b
1

=

i1 0i0

b
2

=

i1 0i0 0+
i1 0i0

b
3

=

i1 0i0 0+
i1 i0 0+
i1 i0

(8.9)

E
x
em
p
lo
8
.1
4
P
rojete
um
c�odigo
c��clico
de
com
prim
ento
7
(7
bits)
a
partir

de
m
ensagens
de
4
bits.
O
gerador
utilizado
�e
o
polin^om
io
prim
itivo
p(D
)
=

1
+
D
2
+
D
3
em
G
F
(2)[D
].
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C
om
o
as
palavras-c�odigo
devem
satisfazer
c(D
)
=
m
(D
)p(D
),
o
seguin-

te
m
ultiplicador
de
polin^om
ios
�e
su�ciente
para
gerar
um
a
palavra-c�odigo
a

partir
de
um
a
m
ensagem
m
0 m
1 m
2 m
3

+
+

D
D

D

000m
3 m
2 m
1 m
0

c
6 c
5 c
4 c
3 c
2 c
1 c
0

A
s
palavras-c�odigo
est~ao
listadas
no
exem
plo
8.12
e
o
c�odigo
�e
um
c�odigo

corretor
de
erros
sim
ples.

P
ara
recuperar
m
(D
)
a
partir
de
um
a
palavra
c
1 (D
),
um
divisor
de
po-

lin^om
ios
em
G
F
(2)[D
]�e
su�ciente.
Sendo
um
c�odigo
corretor
de
erros
sim
-

ples,
podem
os
ainda
tentar
corrigir
erros
na
recupera�c~ao
da
m
ensagem
.

Lem
brando
que
o
resto
de
cada
divis~ao
�ca
arm
azenada
nos
ip-ops,

podem
os
conectar
a
sa��da
destes
na
entrada
de
um
a
tabela
de
decodi�ca�c~ao

que
nos
fornece
o
padr~ao
de
erro
sim
ples.

D
e
acordo
com
o
exem
plo
8.12,
o
conte�udo
desta
tabela
deve
ser

S��ndrom
e
(entrada)
P
adr~ao
de
erro
(sa��da)

000

0000000

001

0000001

010

0000010

011

0001000

100

1000000

101

0000100

110

0100000

111

0010000

O
esquem
a
de
um
decodi�cador
capaz
de
corrigir
erros
sim
ples
para
o

nosso
c�odigo
c��clico
pode
ser
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+
+

++++++

O
R

O
R

O
R

O
R

O
R

O
R

O
R

+

D
D

D

AN
D

D
ecodificador 3-8

Erro

R
esultado das portas XO

R
é palavra válida

fusível intato

m
3 m
2 m
1 m
0 000

c
7 c
6 c
5 c
4 c
3 c
2 c
1 c
0

U
m
outro
esquem
a
alternativo
(se�c~ao
6.8)
�e
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+

++++++

O
R

O
R

O
R

O
R

O
R

O
R

O
R

+

+

D
D

D

AN
D

D
ecodificador 3-8

Erro

R
esultado das portas XO

R
é palavra válida

fusível intato 000m
3 m
2 m
1 m
0

c
7 c
6 c
5 c
4 c
3 c
2 c
1 c
0

O
bserve
ainda
que,
se
entrarm
os
com
a
palavra
1000000
no
segundo
cir-

cuito,
na
sequ^encia
de
1
a
0,
obterem
os
um
a
sequ^encia
de
7
estados
distintos

que
correspondem
a
s��ndrom
es
dos
pad~oes
de
erro
sim
ples.
O
estado
i
cor-

responde
exatam
ente
a
s��ndrom
e
da
invers~ao
no
bit
i,
considerando
que
o
bit

m
ais
signi�cativo
seja
o
bit
1
e
o
bit
m
enos
signi�cativo
o
bit
7.


