
C
a
p��tu
lo
7

A
ritm
�etica
B
in
�a
ria

A
s
opera�c~oes
aritm
�eticas
b�asicas
de
um
sistem
a
digitals~ao
adi�c~ao
e
subtra�c~ao

de
dois
n�um
eros
(bin�arios).
N
�os
verem
os
nesta
e
na
pr�oxim
a
aula
que
elas

podem
ser
im
plem
entadas
com
as
portas
l�ogicas
A
N
D
,O
R
,N
O
T
e
X
O
R
.A
s

opera�c~oes
de
m
ultiplica�c~ao
e
de
divis~ao
s~ao
com
parativam
ente
m
ais
com
ple-

xas.
E
ssas
podem
,por�em
,ser
im
plem
entadas
com
o
um
a
sequ^encia
de
adi�c~ao,

m
ultiplica�c~ao
e
deslocam
ento
entre
os
d��gitos.

7
.1

R
ep
resen
ta
�c~o
es
d
e
N
�u
m
ero
s

A
b
a
se,
ou
ra
iz,
de
um
sistem
a
de
num
era�c~ao
�e
de�nida
com
o
o
n�um
ero

de
d��gitos
diferentes
que
podem
ocorrer
em
cada
posi�c~ao
num
sistem
a
de

num
era�c~ao.

E
x
em
p
lo
7
.1
U
m
sistem
a
bin�ario
tem
2
d��gitos,
0
e
1;
quin�ario
tem
5

d��gitos
(usado
pelos
esquim
�os
e
��ndios
da
A
m
�erica
do
N
orte);
octal
tem
8

d��gitos;
decim
al
tem
10
d��gitos
(�e
o
m
ais
conhecido
e
os
d��gitos
s~ao
0,
1,
2,

3,
4,
5,
6,
7,
8
e
9);
duodecim
altem
12
d��gitos
e
hexadecim
altem
16
d��gitos.

A
partir
dos
d��gitos,0
�
p
i �
b
�
1,de
um
a
base
b,podem
os
representar

qualquer
n�um
ero
na
base
b,
(N
)
b ,utilizando
a
n
o
ta
�c~a
o
p
o
sicio
n
a
l:

N
b
=
(p
n p
n
�

1 ���p
1 p
0 ;p
�

1 p
�

2 ���p
�

m
)
b
=

n
Xi=

�

m

p
i b
i;

onde
p
n p
n
�

1 ���p
1 p
0
e
p
�

1 p
�

2 ���p
�

m

correspondem
,respectivam
ente
a
parte

inteira
e
a
parte
fracion�aria
do
n�um
ero.

1
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U
m
a
pergunta
que
se
pode
surgir
ao
ver
esta
variedade
nas
bases
de

representa�c~ao
�e
com
o
se
pode
converter
a
representa�c~ao
de
um
a
base
para
a

outra.
E
,particularm
ente,de
um
a
base
qualquer
para
a
base
de
um
sistem
a

digital,que
�e
bin�aria.

7
.1
.1

C
o
n
v
ers~a
o
d
e
B
a
ses

U
m
m
�etodo
para
converter
os
n�um
eros
representados
em
qualquer
base
b
para

a
base
decim
al�e
o
m
�eto
d
o
p
o
lin
o
m
ia
l,no
qualexpressa-se
um
n�um
ero
(N
)
b

na
base
b
com
o
um
polin^om
io
(N
)
b
=
P
ki=

0
=
p
i b
i,onde
p
i s~ao
os
algarism
os

do
n�um
ero.

E
x
em
p
lo
7
.2

(1011;101)
2

=

1
�
(2)
3
+
0
�
(2)
2
+
1
�
(2)
1
+
1
�
(2)
0
+
1
�
(2)
�

1
+

+
1
�
(2)
�

2
+
1
�
(2)
�

3
=
(11;625)
1
0

A
convers~ao
de
um
a
representa�c~ao
na
base
decim
al
para
um
a
base
b

pode
ser
efetuado
atrav�es
do
m
�eto
d
o
itera
tiv
o,
envolvendo
itera�c~oes
em

m
ultiplica�c~ao
e
divis~ao.
E
ste
m
�etodo
trata
a
parte
inteira
e
a
parte
fracion�aria

separadam
ente.

P
ara
a
parte
inteira
divide-se
iterativam
ente
N
por
b
e
vai
acum
ulando

os
restos
���r
2 r
1 r
0
sucessivam
ente
at�e
que
o
quociente
da
divis~ao
�que
nula.

E
x
em
p
lo
7
.3
C
onsidere
a
convers~ao
dos
seguintes
n�um
eros
na
base
decim
al

para
outras
bases:
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3

(25)
1
0
=
(11001)
2

2

25

R
esto

2

12

1

2

6

0

2

3

0

2

1

1

0

1

(410)
1
0
=
(3120)
5

5

410

R
esto

5

82

0

5

16

2

5

3

1

0

3

(34)
1
0
=
(42)
8

8

34

R
esto

8

4

2

0

4

(128)
1
0
=
(152)
9

9

128

R
esto

9

14

2

9

1

5

0

1

(30)
1
0
=
(1E
)
1
6

16

30

R
esto

16

1

14
(E
)

0

1

P
ara
a
parte
fracion�aria
o
procedim
ento
consiste
em
m
ultiplicaresta
parte

por
b.
Se
o
produto
s
for
m
enor
que
1,ent~ao
o
prim
eiro
algarism
o
depois
da

v��rgula
�e
0;
sen~ao
ele
�e
a
parte
inteira
do
s.
O
pr�oxim
o
algarism
o
�e
a
parte

inteira
do
resultado
obtido
pela
m
ultiplica�c~ao
da
parte
fracion�aria
de
s
por

b.
E
assim
sucessivam
ente
at�e
que
a
parte
fracion�aria
�que
nula
ou
ent~ao
at�e

um
a
determ
inada
precis~ao.

E
x
em
p
lo
7
.4
C
onsidere
a
convers~ao
do
n�um
ero
fracion�ario
0;9375
na
base

decim
alpara
outras
bases:
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4

(0;9375)
1
0
=
(0;1111)
2

0,9375

�

2

=

1,888

0,1

0,888

�

2

=

1,75

0,11

0,75

�

2

=

1,5

0,111

0,5

�

2

=

1,0

0,1111

(0;9375)
1
0
=
(0;33)
4

0,9375

�

4

=

3,75

0,3

0,75

�

4

=

3,0

0,33

(0;9375)
1
0
=
(0;74)
8

0,9375

�

8

=

7,50

0,7

0,5

�

8

=

4,0

0,74

(0;9375)
1
0
=
(0;F
)
1
6

0,9375

�

16

=

15,0

0,F

V
ale
observar
aqui
que
a
convers~ao
ex
a
ta
da
base
2
para
a
base
4,
8

e
16
�e
direta,
agrupando
de
2
em
2,
de
3
em
3
e
de
4
em
4
algarism
os,

respectivam
ente.

E
x
em
p
lo
7
.5

(11101;11111)
2
=
(131;332)
4
=
(35;76)
8
=
(1D
;F
1)
1
6

Q
uando
se
trata
de
um
a
convers~ao
de
um
n�um
ero
N

de
base
b
1

para

outra
base
qualquer
b
2 ,�e
usualconverter
prim
eiro
(N
)
b
para
a
base
decim
al

e
depois,da
base
decim
alpara
b
2 ,com
o
ilustra
o
seguinte
exem
plo.

E
x
em
p
lo
7
.6

(1110)
=
(30)
1
0
=
(1010)
3
=
(33)
9 :

7
.1
.2

N
�u
m
ero
s
N
eg
a
tiv
o
s

T
r^es
form
asm
aisconhecidas
para
distinguiros
n�um
erospositivosdos
n�um
eros

negativos
s~ao:

�
sinal-e-m
agnitude;

�
com
plem
ento
de
b
�
1,
onde
b
�e
a
base
do
sistem
a.

�
com
plem
ento
de
b,
onde
b
�e
a
base
do
sistem
a;

N
a
representa�c~ao
sinal-e-m
agnitude
reserva-se
um
d��gito
para
distinguir

os
n�um
eros
negativos
(usualm
ente,atribui-se
1
ao
d��gito)
dos
positivos
(usu-

alm
ente,atribui-se
0
ao
d��gito).
E
o
resto
dos
d��gitos
�e
utilizado
para
repre-

sentar
o
valor
absoluto
do
n�um
ero.
N
a
s
rep
resen
ta
�c~o
es
em
co
m
p
lem
en
-

to
,
d
e�
n
im
o
s
a
-p
rio
ri
o
\
u
n
iv
erso
"
d
o
s
n
�u
m
ero
s
p
o
ss��v
eis
d
e
serem
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5

rep
resen
ta
d
o
s,
a
trav
�es
d
a
esp
eci�
ca
�c~a
o
d
a
q
u
a
n
tid
a
d
e
m
�a
x
im
a
n
d
e

d��g
ito
s
q
u
e
ser~a
o
u
tiliza
d
o
s
p
a
ra
d
en
o
ta
r
u
m
n
�u
m
ero.
P
ara
obter
o

com
plem
ento
de
b�
1
(o
correspondente
negativo)
de
um
n�um
ero
positivo
N

subtrai-se
do
b
n�
1
a
m
agnitude
de
N
.
E
,na
representa�c~ao
por
com
plem
ento

de
b,
o
negativo
de
N
corresponde
�a
subtra�c~ao
b
n
�
N
.

N
ote-se
que

�
h�a
dois
tipos
de
com
plem
entos
para
cada
sistem
a
de
num
era�c~ao
de
base

b:
com
plem
ento
de
b
e
com
plem
ento
de
b
�
1.

�
num
sistem
a
de
base
b
com
n
d��gitos,consegue-se
representar
distinta-

m
ente
b
n

n�um
eros.
N
em
sem
pre
�e
poss��velrepresentar
um
a
quantidade

igualde
n�um
eros
positivos
e
n�um
eros
negativos
para
um
a
dada
com
bi-

na�c~ao
de
b
e
n.

�
no
sistem
a
bin�ario,com
n
d��gitos,podem
os
representar
no
com
plem
en-

to
de
2
2
n2

�
1
n�um
eros
positivos
e
2
n2

n�um
eros
negativos
e
no
com
ple-

m
ento
de
1,
podem
os
representar
2
n

2

�
1
n�um
eros
positivos
e
2
n2

�
1

n�um
eros
negativos.
N
este
caso,
os
n�um
eros
positivos
e
os
n�um
eros

negativos
podem
ser
diferenciados
atrav�es
do
valor
do
d��gito
m
ais
sig-

ni�cativo
(0
para
n�um
eros
positivos
e
1
para
n�um
eros
negativos).

+0
-1

1

2

5

4 3

6

7

+0
-0

1

2

5

4 3

6

7
-7

-6

-5

-4 -3

-2

-1
-2

-3

-4-5

-6

-7

-8

0000
000100100011

0100

0101

0110
0111

1110 1111

1001
1000

1010

1011

1100 1101

0000
1111

1110

1101

1100

1011

10101001
1000

0111

0110 0101

0100

0011

0010

0001

C
om

plem
ento de 1

C
om

plem
ento de 2

�
num
sistem
a
b,
diferente
de
2,
se
quiserm
os
representar
a
m
�axim
a

quantidade
de
n�um
eros
positivos
e
negativos,
tem
os
que
associar
m
ais

d��gitos,al�em
de
0
e
1,ao
sinalpositivo
e
ao
sinalnegativo.
A
interpre-

ta�c~ao
pode
ser
m
ais
com
plexa.
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+0
1

2

4 3

49

00
99

98

50
49

01

C
om

plem
ento de 10

96 97
0304

02

-1

-2

-3

-49

+0
-0

1

2

4 3

-48

-3

-2

-1
00

99

98

49

01

C
om

plem
ento de 9

96 97
0304

02

51
51

49

50

-49
-50

E
x
em
p
lo
7
.7
A
tabela
seguinte
apresenta
as
tr^es
form
as
de
representar

um
n�um
ero
na
base
decim
alcom
uso
de
2
d��gitos:

R
epresenta�c~ao

V
alor
R
epresentado

Sinal-e-m
agnitude
C
om
plem
ento
de
9

C
om
plem
ento
de
10

09

+
9

+
9

+
9

08

+
8

+
8

+
8

07

+
7

+
7

+
7

06

+
6

+
6

+
6

05

+
5

+
5

+
5

04

+
4

+
4

+
4

03

+
3

+
3

+
3

02

+
2

+
2

+
2

01

+
1

+
1

+
1

00

+
0

+
0

+
0

90

-0

-9

-10

91

-1

-8

-9

92

-2

-7

-8

93

-3

-6

-7

94

-4

-5

-6

95

-5

-4

-5

96

-6

-3

-4

97

-7

-2

-3

98

-8

-1

-2

99

-9

-0

-1

E
x
em
p
lo
7
.8
A
tabela
seguinte
apresenta
as
tr^es
form
as
de
representar
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um
n�um
ero
na
base
bin�aria
com
uso
de
4
d��gitos:

R
epresenta�c~ao

V
alor
R
epresentado

Sinal-e-m
agnitude
C
om
plem
ento
de
1

C
om
plem
ento
de
2

0111

+
7

+
7

+
7

0110

+
6

+
6

+
6

0101

+
5

+
5

+
5

0100

+
4

+
4

+
4

0011

+
3

+
3

+
3

0010

+
2

+
2

+
2

0001

+
1

+
1

+
1

0000

+
0

+
0

+
0

1000

-0

-7

-(8)

1001

-1

-6

-7

1010

-2

-5

-6

1011

-3

-4

-5

1100

-4

-3

-4

1101

-5

-2

-3

1110

-6

-1

-2

1111

-7

-0

-1

N
ote-se
que
no
com
plem
ento
de
b�
1,o
negativo
de
um
n�um
ero
�e
obtido

com
plem
entando-o,d��gito
a
d��gito;e
no
com
plem
ento
de
b,o
negativo
de
um

n�um
ero
�e
o
seu
com
plem
ento
de
b
�
1
increm
entado
de
1.

7
.2

A
d
i�c~a
o
e
S
u
b
tra
�c~a
o
em
C
o
m
p
lem
en
to

A
o
deparar
com
as
representa�c~oes
em
com
plem
ento,a
prim
eira
pergunta
que

se
pode
surgir
�e:
qual�e
a
utilidade
das
representa�c~oes
em
com
plem
ento
(de

b
ou
de
b
�
1)?
V
erem
os
que
elas
perm
item
uniform
izar
algoritm
icam
ente
as

opera�c~oes
de
adi�c~ao
e
de
subtra�c~ao.

N
o
caso
do
com
plem
ento
de
b
num
a
representa�c~ao
com
n
d��gitos,
consi-

derem
os
A
�
B
.
Se
A
�
B
>
0,ent~ao

(jA
�
B
j)m
od(b
n)
=
(A
�
B
+
b
n)m
od(b
n)
=
(A
+
(b
n

�
B
))m
od(b
n)
>
0:

O
u
seja,
a
su
b
tra
�c~a
o
d
e
d
u
a
s
m
a
g
n
itu
d
es
p
o
d
e
ser
ex
p
ressa
co
m
o
a

so
m
a
d
a
s
su
a
s
rep
resen
ta
�c~o
es
em
co
m
p
lem
en
to
d
e
b.
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E
se
A
�
B
<
0,
ent~ao

(jA
�
B
j)m
od(b
n)
=
(�
A
+
B
+
b
n)m
od(b
n)
=
(b
n
�
(A
�
B
)))m
od(b
n)
>
0:

O
u
seja,
o
resu
lta
d
o
n
eg
a
tiv
o
�e
d
a
d
o
em
co
m
p
lem
en
to
d
e
b.

E
x
em
p
lo
7
.9
Sejam
as
seguintes
adi�c~oes
em
com
plem
ento
10
com
3
d��gitos

(considerem
os
aqui
que
o
n�um
ero
�e
negativo
quando
o
d��gito
m
ais
signi�ca-

tivo
�e
9
e
positivo,
quando
ele
�e
0):

045

(+
45)

020

(+
20)

065

(+
65)

045

(+
45)

980

(-20)

(1)
025

(+
25)

970

(-30)

960

(-40)

(1)
930

(-70)

930

(-70)

042

(+
42)

972

(-28)

E
m
rela�c~ao
ao
com
plem
ento
de
b�
1,a
an�alise
�e
an�aloga,com
a
ressalva
de

que
nesta
representa�c~ao
os
n�um
eros
negativos
correspondem
a
com
plem
entos

de
b
n
�
1
e
n~ao
de
b
n,
porisso,se
o
resultado
da
som
a

(A
+
((b
n
�
1)
�
B
))m
od(b
n

�
1)
=
(A
�
B
)m
od(b
n

�
1)

for
positivo,
ele
deve
ser
adicionado
do
\vai-um
"
para
obterm
os
o
resultado

correto.

E
x
em
p
lo
7
.1
0
Sejam
as
seguintes
adi�c~oes
em
com
plem
ento
9
com
3
d��gitos:

045

(+
45)

020

(+
20)

065

(+
65)

045

(+
45)

979

(-20)

(1)
0241

025

(+
25)

969

(-30)

959

(-40)

(1)
92801

(1)
929

(-70)

929

(-70)

042

(+
42)

971

(-28)

V
ale
observar
aqui
que
sendo
o
universo
dos
n�um
eros
represent�aveis
es-

tabelecidos
a
priori
nas
representa�c~oes
em
com
plem
ento,
a
adi�c~ao
de
dois

n�um
eros
de
m
esm
o
sinal
pode
gerar
valores
m
uito
grandes
(n�um
eros
positi-

vos)
ou
valores
m
uito
pequenos
(n�um
eros
negativos)
que
caiam
fora
o
\uni-

verso"
de�nido.
N
este
caso
dizem
os
que
ocorreu
ov
er

ow
nas
opera�c~oes
e
o

resultado
obtido
n~ao
�e
m
ais
v�alido.

E
x
em
p
lo
7
.1
1
C
onsidere
que
o
universo
dos
n�um
eros
v�alidos
seja
f�
49;�
48;���;+
48;+
49g.

A
adi�c~ao
dos
seguintes
n�um
eros
com
2
d��gitos
representados
em
com
plem
ento

de
9
resultar�a
em
n�um
eros
que
n~ao
pertencem
ao
universo
especi�cado.
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45

(+
45)

35

(+
35)

80

(?)

48

(+
48)

48

(+
48)

96

(?)

78

(-21)

51

(-48)

(1)
29130

(?)

54

(-45)

54

(-45)

(1)
08109

(?)

U
m
a
regra
pr�atica
para
decidir
a
ocorr^encia
de
over
ow
n
u
m

sistem
a

b
in
�a
rio,para
os
quais
os
n�um
eros
positivos
e
negativos
se
diferem
no
d��gito

m
ais
signi�cativo
(1
para
negativos
e
0
para
positivos),
�e
testar
o
d��gito
de

sinaldos
operandos
e
do
resultado.
Se
os
operandos
tiverem
o
m
esm
o
sinal,

o
resultado
deve
ter
o
m
esm
o
sinal
dos
operandos;
sen~ao,
o
resultado
n~ao
�e

v�alido.

7
.3

O
p
era
�c~o
es
B
in
�a
ria
s

A
s
opera�c~oes
entre
os
n�um
eros
em
qualquer
base
s~ao
efetuadas
de
form
a

sim
ilar
�as
opera�c~oes
entre
os
n�um
eros
na
base
decim
al.

E
m
se
tratando
de
n�um
eros
no
sistem
a
bin�ario,
as
tabelas-verdade
das

opera�c~oes
s~ao
m
uito
sim
ples,pois
envolvem
som
ente
dois
valores,0
e
1.

1.
A
di�c~ao

Som
a

T
ransporte

0+
0
=
0

0

0+
1
=
1

0

1+
0
=
1

0

1+
1
=
0

1

2.
Subtra�c~ao

Som
a

E
m
pr�estim
o

0-0
=
0

0

0-1
=
1

1

1-0
=
1

0

1-1
=
0

0

3.
M
ultiplica�c~ao
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M
ultiplica�c~ao

0
�
0
=
0

0
�
1
=
0

1
�
0
=
0

1
�
1
=
1

4.
D
ivis~ao

D
ivis~ao

0
/
1
=
0

1
/
1
=
1

7
.3
.1

A
d
i�c~a
o
e
S
u
b
tra
�c~a
o

V
im
os
que
com
representa�c~oes
em
com
plem
ento
de
1
ou
de
2
podem
os
tratar

um
a
subtra�c~ao
com
o
um
a
adi�c~ao.

N
o
caso
da
adi�c~ao,alinha-se
os
d��gitos
em
rela�c~ao
�a
v��rgula
e
efetua-se
a

som
a,d��gito
a
d��gito,com
o
ilustra
a
seguinte
adi�c~ao
bin�aria

E
x
em
p
lo
7
.1
2
C
onsidere
a
seguinte
adi�c~ao
bin�aria:

T
ransporte

1

0

0

1

1

1

1

1

0

0

1

,
0

1

1

+

1

1

0

1

,
1

0

1

1

0

1

1

1

,
0

0

0

N
ote-se
que
o
transporte
(\vai-um
")
de
cada
est�agio
�e
adicionado
aos

d��gitos
do
pr�oxim
o
est�agio.

7
.3
.2

M
u
ltip
lica
�c~a
o

O
processo
de
m
ultiplica�c~ao
feito
a
l�apis
�e
m
uito
sim
ilar
�a
m
ultiplica�c~ao
na

base
decim
al.

E
x
em
p
lo
7
.1
3
C
onsidere
a
seguinte
m
ultiplica�c~ao
bin�aria:

1

1

0

,
1

0

M
ultiplicando

1

0

,1

M
ultiplicador

1

1

0

1

0

P
roduto
P
arcial

0

0

0

0

0

P
roduto
P
arcial

0

1

1

0

1

0

P
rim
eira
Som
a
P
arcial

1

1

0

1

0

P
roduto
P
arcial

1

0

0

0

0

,0

1

0

Segunda
Som
a
P
arcial=
R
esultado
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N
ote-se
que
as
opera�c~oes
b�asicas
na
m
ultiplica�c~ao
entre
os
valores
abso-

lutos
de
dois
n�um
eros
consistem
em
:

1.
d
eslo
ca
r
o
m
ultiplicando
e

2.
a
d
icio
n
a
r
o
m
ultiplicando
�a
som
a
parcialdos
est�agios
anteriores,quan-

do
o
d��gito
do
m
ultiplicador
for
iguala
1.

O
sinal
do
produto
�e
determ
inado
pelo
sinal
dos
operandos.
Se
forem

diferentes,
o
resultado
�e
negativo;e
se
forem
iguais,o
resultado
�e
positivo.

V
ale,por�em
,ressaltar
aquique
existem
outros
esquem
as
de
m
ultiplica�c~ao

bin�aria
m
ais
r�apida,
com
o
o
algoritm
o
de
B
ooth,
que
faz
uso
de
represen-

ta�c~oes
em
com
plem
ento.

7
.3
.3

D
iv
is~a
o

D
ois
esquem
as
m
ais
conhecidos
para
a
divis~ao
bin�aria
s~ao:

�
com
restaura�c~ao
e

�
sem
restaura�c~ao.

N
o
prim
eiro
esquem
a,
o
divisor
�e
subtra��do
do
dividendo
com
os
seus

d��gitos
m
ais
esquerdos
alinhados.
Se
o
resultado
for
positivo,\1"
entra
com
o

um
d��gito
no
lado
direito
do
quociente;
sen~ao,
\0"
entra
com
o
um
d��gito
no

lado
direito
do
quociente
e
restauram
os
o
valor
do
dividendo.
A
seguir,agre-

gam
os
o
pr�oxim
o
d��gito
do
dividendo
para
form
ar
o
novo
dividendo
parcial.

E
assim
sucessivam
ente
at�e
esgotar
todos
os
d��gitos
do
dividendo.

E
x
em
p
lo
7
.1
4
C
onsiderem
os
a
divis~ao
de
(1000)
2

por
(11)
2

pelo
esquem
a

com
restaura�c~ao:
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Q
uociente

0

1

0

,
1

D
ividendo

1

0

0

0

D
ivisor
alinhado

-

1

1

R
esultado
N
egativo

-

0

1

R
estaura

+

1

1

D
ividendo
P
arcial

1

0

0

-

0

1

1

R
esultado
P
ositivo

0

0

1

D
ividendo
P
arcial

0

0

1

0

-

0

0

1

1

R
esultado
N
egativo

-

0

0

0

1

R
estaura

+

0

0

1

1

D
ividendo
P
arcial

0

0

1

0

0

-

0

0

0

1

1

R
esultado
P
ositivo=
R
esto

0

0

0

1

N
o
esquem
a
sem
restaura�c~ao,substitui-se
as
etapas
(restaura
o
divisor
Y

e
subtraio
divisor
deslocado)
pela
adi�c~ao
do
divisor
deslocado,pois
X
+
Y
�

12 Y
=
X
+
12 Y
.

E
x
em
p
lo
7
.1
5
C
onsiderem
os
a
divis~ao
de
(1000)
2

por
(11)
2

pelo
esquem
a

sem
restaura�c~ao:

Q
uociente

0

1

0

,
1

D
ividendo

1

0

0

0

D
ivisor
alinhado

-

1

1

R
esultado
N
egativo

-

0

1

A
grega

-

0

1

0

D
ivisor
deslocado

+

0

1

1

R
esultado
P
ositivo

0

0

1

D
ividendo
P
arcial

0

0

1

0

-

0

0

1

1

R
esultado
N
egativo

-

0

0

0

1

A
grega

-

0

0

0

1

0

D
ivisor
deslocado

+

0

0

0

1

1

R
esultado
P
ositivo=
R
esto

0

0

0

1

A
partir
dos
dois
esquem
as,
pode-se
concluir
que
um
a
divis~ao
pode
ser

realizada
atrav�es
de
um
a
sequ^encia
de
subtra�c~oes,
adi�c~ao
e
deslocam
ente.

R
essaltam
os,novam
ente,que
existem
outros
esquem
as
m
ais
so�sticados
e

r�apidos
para
efetuar
a
divis~ao
bin�aria,que
fogem
do
escopo
desta
disciplina.



E
A
772
|
notas
de
aula
|
F
E
E
C
|
2
o

SE
M
/2001
(T
ing)

13

7
.4

P
ro
jeto
d
e
S
o
m
a
d
o
res
d
e
U
m
D
��g
ito

P
ara
projetar
um
circuito
so
m
a
d
o
r
de
dois
d��gitos
bin�arios
a
i
e
b
i ,conside-

rando
o
transporte
c
i =
0
(que
�e
o
caso
da
som
a
dos
bits
m
enos
signi�cativos),

basta
de�nirm
os
a
seguinte
tabela
onde
s
i e
c
i correspondem
,respectivam
en-

te,
�a
som
a
e
ao
transporte:

a
i

b
i

s
i

c
i+
1

0

0

0

0

0

1

1

0

1

0

1

0

1

1

0

1

0
1

01 a
b

i
i

c0
0

0
1

0
1

01 a
b

i
i

s
i

0
1

1
0

i+1

A
partir
do
m
apa
de
K
arnaugh
�e
f�acil
derivar
a
sa��da
s
i
e
c
i
em
fun�c~ao

de
a
i
e
b
i

s
i

=

a
i �
b
i

c
i+
1

=

a
i �b
i

O
diagram
a
l�ogico
correspondente
�eAN

D

XO
R

ab
ii

sc

ii+1

A
este
circuito
denom
inam
os
sem
i-so
m
a
d
o
r,
porque
ele
n~ao
considera

o
transporte
do
est�agio
anterior
(bit
m
enos
signi�cativo).

U
m
so
m
a
d
o
r
co
m
p
leto,
por
sua
vez,
tem
um
a
terceira
entrada
para

o
transporte
do
\est�agio
anterior",
ou
seja,
a
sua
tabela
verdade
tem
tr^es

colunas
de
entrada
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a
i

b
i

c
i

s
i

c
i+
1

0

0

0

0

0

0

0

1

1

0

0

1

0

1

0

0

1

1

0

1

1

0

0

1

0

1

0

1

0

1

1

1

0

0

1

1

1

1

1

1

0
1

a
i

0
1

1

b
i

c
i

00011110

0

0
1

1
0

c
i+1

s
i

0
1

a
i

0

b
i

c
i

00011110

1 0

0
1

10
1

A
partir
do
m
apa
de
K
arnaugh
�e
f�acil
derivar
a
sa��da
s
i
e
c
i
em
fun�c~ao

de
a
i
e
b
i

s
i

=

a
i b
i 0c
i 0+
a
i 0b
i 0c
i +
a
i b
i c
i +
a
i 0b
i c
i 0

=

c
i (a
i 0b
i 0+
a
i b
i )
+
c
i 0(a
i b
i 0+
a
i 0b
i )

=

c
i (a
i �
b
i )0+
c
i 0(a
i �
b
i )

=

c
i �
(a
i �
b
i )

c
i+
1

=

a
i c
i +
b
i c
i +
a
i b
i

cujo
diagram
a
l�ogico
�eXO

R
ab

ii

AN
D

XO
R

i
s

c
i

AN
D

O
R

c
i+1

AN
D
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N
ote-se
que
podem
os
ainda
expressar
c
i+
1
em
term
os
de
opera�c~oes
A
N
D

e
X
O
R

c
i+
1
=
a
i b
i 0c
i +
a
i 0b
i c
i +
a
i b
i =
c
i (a
i �
b
i )
+
a
i b
i

e
realizar
um
som
ador
com
pleto
com
uso
de
dois
m
eio-som
adores,
com
o

ilustra
o
seguinte
diagram
a
l�ogico

AN
D

XO
R

ab
ii

s
i

AN
D

XO
R

O
R

c
i+1 i

s
c

i

7
.5

P
ro
jeto
d
e
S
o
m
a
d
o
res
d
e
n

D
��g
ito
s

P
odem
os
efetuar
adi�c~ao
de
dois
n�um
eros
com
n
+
1
d��gitos
(bin�arios)
com

uso
de
um
�unico
som
ador
(com
pleto).
O
algoritm
o
�e
sim
ilar
ao
processo
que

utilizam
os
para
efeturar
m
anualm
ente
as
adi�c~oes.
A
dicionam
os
prim
eiro
os

d��gitos
m
enos
signi�cativos,
depois
os
da
segunda
coluna
e
o
transporte
e

assim
sucessivam
ente
at�e
chegar
nos
d��gitos
m
ais
signi�cativos.
U
m
som
ador

que
segue
este
princ��pio
�e
conhecido
com
o
so
m
a
d
o
r
s�erie,
cujo
esquem
a

l�ogico
�e

2 registros de deslocam
ento

Som
ador

de
1 bit

D

a
n

a
1

a
0

b
n

b
1

b
0

a
i

b
i

c
i

s
i

c
i+
1

O
bserve
o
elem
ento
atrasador
(
ip-
op
D
)
no
diagram
a.
O
que
aconte-

ceria
com
o
valor
do
s
i ,se
o
elim
inarm
os
do
diagram
a?
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E
m
bora
este
som
ador
seja
sim
ples
em
term
os
de
portas
l�ogicas,
�e
f�acil

ver
pelo
esquem
a
que
para
som
ar
n
d��gitos
(bin�arios),
n
pulsos
de
rel�ogio
s~ao

necess�arios.
O
u
seja,
o
tem
po
de
um
a
adi�c~ao
que
envolve
um
a
quantidade

de
bits
m
uito
grande
pode
ser
proibitivam
ente
alto.

U
m
a
outra
form
a
de
efetuar
a
adi�c~ao
bin�aria
�e
utilizar
um
so
m
a
d
o
r

p
a
ra
lelo,
no
qual
os
n
d��gitos
s~ao
adicionado
\em
paralelo".
Isso
pode
ser

conseguido
ao
ligarm
os
n
som
adores
com
pletos
e
1
sem
i-som
ador
em
cascata,

com
o
ilustra
o
seguinte
esquem
a

Som
ador

de
1 bit

Som
ador

de
1 bit

Som
ador

Sem
i

a
n

a
1

a
0

b
n

b
1

b
0

c
n

c
n
�

1

c
1

c
0

s
n

s
1

s
0

Som
adores
paralelos
que
tem
este
esquem
a
de
organiza�c~ao
s~ao
conhecidos

com
o
so
m
a
d
o
res
p
a
ra
lelo
s
rip
p
le.
N
ote-se
que
o
transporte
c
i �e
propaga-

do
ao
longo
da
cascata
e,
no
pior
caso
(1111
���1
+
0000
���1),
o
tem
po
de

propaga�c~ao
do
transporte
do
bit
m
enos
signi�cativo
at�e
o
bit
m
ais
signi�ca-

tivo
�e
n
t,
onde
t
�e
o
tem
po
de
atraso
inerente
a
cada
som
ador.
P
ortanto,

supondo
que
o
tem
po
de
propaga�c~ao
entre
os
som
adores
seja
desprez��vel
e

que
o
tem
po
de
atraso
no
sem
i-som
ador
seja
igual
ao
tem
po
de
atraso
no

som
ador
com
pleto,no
m
��nim
o
(n
+
1)t
�e
necess�ario
para
garantir
que
a
sa��da

s
n
���s
2 s
1 s
0
seja
um
a
som
a
correta.

U
m
som
ador
m
ais
r�apido
pode
ser
obtido
derivando
a
sa��da
s
i ,
s
i+
1
e
c
i+
2

diretam
ente
das
entradas
c
i ,
a
i ,
b
i ,
a
i+
1 ,
b
i+
1
e
c
i ,
cuja
tabela-verdade
�e
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a
i

b
i

a
i+
1

b
i+
1

c
i =
0

c
i =
1

s
i

s
i+
1

c
i+
2

s
i

s
i+
1

c
i+
2

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0

1

0

0

1

0

0

0

1

0

1

1

0

0

0

1

0

1

1

0

0

0

1

0

0

1

0

1

1

0

1

0

1

0

1

1

0

0

0

1

0

1

1

0

1

1

0

0

0

1

1

1

1

0

0

0

1

1

0

1

0

0

0

1

0

1

0

1

1

0

1

0

0

1

1

1

0

0

0

1

0

1

0

1

1

1

0

0

0

1

1

1

0

1

0

0

1

1

0

1

0

0

1

1

0

0

1

1

0

1

1

0

1

1

1

0

1

0

1

1

0

1

1

1

1

0

1

0

1

1

1

1

1

1

0

1

1

1

1

1

A
trav�es
do
m
apa
de
K
arnaugh,podem
os
derivar
as
express~oes
de
s
i ,
s
i+
1

e
c
i+
2
em
term
os
de
som
a
de
produtos
de
a
i ,
b
i ,
a
i+
1 ,
b
i+
1
e
c
i .

1.
s
i =
(a
i 0b
i +
a
i b
i 0)c
i 0+
(a
i b
i +
a
i 0b
i 0)c
i

000110 11

00
01

10
11

1
0

0
1

1
0

0
1

1
0

0
1

0
0

1
1

000110 11

00
01

10
11

0
1

1
0

0
1

1
0

0
1

1
0

1
1

0
0

a
i b
i

a
i b
i

a
i+
1 b
i+
1

a
i+
1 b
i+
1

c
i 0

c
i

2.
s
i+
1

=

c
i 0(a
i 0a
i+
1 0b
i+
1
+
a
i 0a
i+
1 b
i+
1 0+
a
i b
i 0a
i+
1 0b
i+
1
+
a
i b
i 0a
i+
1 b
i+
1 0)
+

+

c
i (a
i a
i+
1 0b
i+
1 0+
a
i a
i+
1 b
i+
1
+
a
i 0b
i a
i+
1 0b
i+
1 0+
a
i 0b
i a
i+
1 b
i+
1 )
+

+

a
i b
i a
i+
1 0b
i+
1 0+
a
i 0b
i 0a
i+
1 0b
i+
1
+
a
i b
i a
i+
1 b
i+
1
+
a
i 0b
i 0a
i+
1 b
i+
1 0
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000110 11

00
01

10
11

0
1

1
1

1
0

0
0

0
1

1
1

0
0

0

000110 11

00
01

10
11

0
0

0

1
1

1

0
0

0
1

1
1

1
0 10

1

a
i b
i

a
i b
i

a
i+
1 b
i+
1

a
i+
1 b
i+
1

c
i 0

c
i

3.
c
i+
2
=
a
i+
1 b
i+
1 +
a
i b
i a
i+
1 +
a
i b
i b
i+
1 +
b
i a
i+
1 0b
i+
1 c
i +
a
i a
i+
1 0b
i+
1 +
a
i a
i+
1 c
i +

b
i a
i+
1 c
i

000110 11

00
01

10
11

0
0

0
0

0
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1

000110 11

00
01

10
11

0
0

0

0
0

0

1
1

1
1

0
0

0
1 01

0

a
i b
i

a
i b
i

a
i+
1 b
i+
1

a
i+
1 b
i+
1

c
i 0

c
i

E
m
bora
a
partir
destas
express~oes
possam
os
facilm
ente
im
plem
entar
um

circuito
com
dois
n��veis
l�ogicos
(A
N
D
e
O
R
),
a
quantidade
de
term
os
em

cada
produto
e
na
som
a
cresce
exponencialm
ente
com
o
n�um
ero
de
entradas.

P
ortanto,esta
alternativa
se
lim
ita
a
som
adores
com
um
n�um
ero
pequeno
de

entradas.

U
m
a
outra
alternativa
para
acelerar
a
som
a
entre
os
dois
n�um
eros
�e
o
uso

do
tra
n
sp
o
rte
a
n
tecip
a
d
o
(carry
look-ahead
).
A
id�eia
b�asica
da
determ
i-

na�c~ao
do
transporte
\antecipadam
ente"
se
baseia
no
fato
de
que

�
para
um
a
particular
com
bina�c~ao
de
entradas
a
i e
b
i ,o
est�agio
i
g
era
um

transporte
se
ele
produz
um
transporte
independentem
ente
dos
est�agios

anteriores,ou
seja,
a
i b
i =
1,
e

�
para
um
a
particular
com
bina�c~ao
de
entradas
a
i
e
b
i ,
o
est�agio
i
p
ro
-

p
a
g
a
um
transporte
se
um
a
das
entradas
for
igual
a
1
e
os
est�agios

anteriores
produzirem
um
transporte
iguala
1.

A
ssim
,para
cada
est�agio
i+
1,tem
os
um
transporte

c
i+
1
=
g
i +
p
i �c
i =
(a
i �b
i )
+
((a
i +
b
i )
�c
i );
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que
pode
ser
obtido
de
form
a
recursiva.
C
ada
equa�c~ao
s�o
envolve
tr^es
n��veis

l�ogicos:
g
i

(transporte
gerado)
ou
p
i

(transporte
propagado),
produto
dos

term
os
e
som
a
dos
produtos.

E
x
em
p
lo
7
.1
6
Seja
um
som
ador
com
4
d��gitos
de
entrada,
os
transportes

c
4 ,
c
3 ,
2
e
c
1
podem
ser
obtidos
de
form
a
recorrente:

c
1

=

g
0
+
p
0
�c
0

c
2

=

g
1
+
p
1
�c
1

=

g
1
+
p
1
�(g
0
+
p
0
�c
0 )

=

g
1
+
p
1
�g
0
+
p
1
�p
0
�c
0

c
3

=

g
2
+
p
2
�c
2

=

g
2
+
p
2
�(g
1
+
p
1
�g
0
+
p
1
�p
0
�c
0 )

=

g
2
+
p
2
�g
1
+
p
2
�p
1
�g
0
+
p
2
�p
1
�p
0
�c
0

c
4

=

g
3
+
p
3
�c
3

=

g
3
+
p
3
�(g
2
+
p
2
�g
1
+
p
2
�p
1
�g
0
+
p
2
�p
1
�p
0
�c
0 )

=

g
3
+
p
3 g
2
+
p
3 p
2
�g
1
+
p
3 p
2
�p
1
�g
0
+
p
3 p
2
�p
1
�p
0
�c
0

U
m
a
im
plem
enta�c~ao
deste
circuito
com
transporte
antecipado
seria
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AN
D

AN
D

O
R

O
R

XO
R

XO
R

AN
D

AN
D

AN
D

O
R

XO
R

AN
D

AN
D

AN
D

AN
D

O
R

AN
D

XO
R

XO
R

O
R

O
R

AN
D

XO
R

AN
D

O
R

AN
D

XO
R

O
R

AN
D

XO
R

c4

a
0

b
0

c
0

s
0

a
1

b
1

s
1

a
2

b
2

s
2

a
3

b
3

s
3
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7
.6

P
ro
jeto
d
e
M
u
ltip
lica
d
o
res
e
D
iv
iso
res
B
in
�a
rio
s

P
or
com
pletude,apresentearem
os
nesta
se�c~ao
um
esquem
a
de
um
circuito
de

m
ultiplicador
com
uso
de
registros
de
deslocam
ento
e
som
ador.

Somador de n dígitos

M
ultiplicando

M
ultiplicador

C

Adiciona(1)/N
ao adiciona(0) com

 o m
ultiplicando m

0

m
n

M
0

M
n

P
0

P
n

O
circuito
de
um
divisor
�e
m
ais
com
plexo,
pois
al�em
dos
registros
de

deslocam
ento
e
do
som
ador/subtrador
para
obter
os
dividendos
\parciais",

com
o
ilustra
na
seguinte
�gura,
um
a
l�ogica
adicional
�e
necess�aria
(1)
para

decidir
a
partir
do
sinaldo
resultado
de
um
a
subtra�c~ao
o
d��gito
a
ser
acum
u-

lado
no
quociente
e
(2)
para
controlar
o
deslocam
ento
dos
d��gitos
no
registro

do
resultado
parcial(A
)
e
do
dividendo/quociente.D

ividendo/quociente

D
ivisor

Somador de n+1 dígitos

Lógica
de

C
ontrole

Adição/Subtração

Setar 1/0

desloca à esquerda

q
0

q
n
�

1

m
0

0

a
0

a
n


