Capitulo 6

Macrofuncgoes e Aplicacoes

Os primeiros projetos digitais consistiam em especificar as interconexoes en-
tre as portas individuais, como fizemos até agora. Entretanto, percebeu-se
logo que muitos problemas complexos podem ser divididos em subproblemas
comuns. Passou-se, entao, como uma pratica de projeto o paradigma de pro-
jeto hierarquico, onde um circuito é dividido em vérios blocos funcionais
ou macrofungoes contadores, somadores, multiplicadores, comparadores,
multiplexadores, registros de deslocamento, etc - e, entao, realizado através
da interconexdo entre as implementagdes ja existentes destas (macro)fungoes.
Para facilitar o projeto e a implementagao dos sistemas digitais, muitos
fabricantes oferecem pastilhas que integram todas as portas necessérias para
realizar tais fungoes. E comum utilizar os seguintes termos para referenciar
a escala da integracao de uma pastilha:
SSI (Small Scale Integration) < 10 portas
MSI (Medium Scale Integration) 10 100 portas
LSI (Large Scale Integration) 100 - 10.000 portas
VLSI (Very Large Scale Integration) | > 10.000 portas
Neste capitulo apresentaremos os projetos de algumas macrofungoes mais
usuais.

6.1 Decodificadores

Neste capitulo chamamos decodificador (decoder) um circuito combinacio-
nal de m entradas e n saidas, m < n, no qual usualmente somente uma
ou um grupo das n saidas é ativado para uma especifica combinagao das m
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entradas.

Entrada

. Corresp. .
11

Saida

Sinais
de
Controle

Esta propriedade é bastante 1til nas aplicagoes como:

1. selecionar/ativar exatamente uma linha na ocorréncia de um determi-
nado padrao na entrada, e

2. acionar displays de LED.

6.1.1 Decodificadores Binarios

Sao também conhecidos como decodificador n-to-2". Estes decodificadores
possuem n entradas cujas 2" possiveis combinagoes ativam distintamente as
m = 2" saidas, como ilustra o seguinte decodificador 2 to 4 (o sinal E é o
sinal de controle para habilitar a fungao de decodificacdo):

E I 10]Y3 Y2 YI YO

0 X X||o 0 0 0

10 00 0 0 1

1 0140 0 1 0

1 1. 040 1 0 0

11 141 0 0 0

Por inspegao, ¢ facil derivar as seguintes fungoes para cada saida

Y3 = II0E
Y2 = IIVE
Y1 = IUIOE
Y0 = IuIWE

que podem ser implementadas com portas lgicas AND e NOT
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Quando uma ou mais linhas na entrada ndo afetam a saida, como o con-
versor do BCD para BCD 3 em excesso no Exemplo 3.14, podemos introduzir
o estado “don’t-care” na tabela-verdade para otimizar o circuito.

6.1.2 Decodificadores de 7 segmentos

Muitos equipamentos digitais provém diodos emissores de luz (LEDs) ou
display de cristal liquido para apresentar informacao aos usuarios. Esta in-
formagéo pode ser dados numéricos (digitos) ou caracteres alfanuméricos.
Um dos dispositivos mais simples e populares para apresentar digitos de 0 a
9 (base decimal) ou de 0 a F (base hexadecimal) ¢ o display de 7 segmentos

I
J

||

Através do controle da corrente em cada um dos 7 segmentos do display,
a, b, ¢, d, e, f e g, podemos obter um dos padrdes dos 16 digitos.

Um decodificador de 7 segmentos é um circuito combinacional que aciona
em fungio da entrada (em BCD) as linhas dos 7 segmentos de modo a gerar
o padrdo correspondente no display. Por exemplo, se a entrada for 0101 (5),
os segmentos a, f, g, ¢ e d acenderao enquanto os outros segmentos ficarao
apagados.

Baseado neste principio de funcionamento, é ficil sintetizar a logica deste
decodificador na seguinte tabela-verdade:
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O estado de cada segmento é uma fungao das quatro varidveis de entrada,
D, C, B e A. Tal fungdo pode ser derivada facilmente com uso de mapas de
Karnaugh.

6.2 Codificadores

Exatamente oposto a um decodificador, um codificador é um circuito com-
binacional com m entradas e n saidas, m > n, no qual para uma ou um
grupo das m entradas é associada uma combinagao das n saidas.

E . |
T .
° N ~
g . Corresp.™~ —Z
c 11 ]
] T T
&
o 2
Tl
£32 ¢
(2]
[¥]

Ele é utilizado na

1. conversao de um sinal de entrada num nivel de prioridade, e
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2. conversao de um sinal de acionamento numa palavra-cédigo, por exem-
plo, associar a uma tecla do teclado uma palavra-codigo de ASCIL.

O principio de projeto destes codificadores é analogo ao dos decodificado-
res, invertendo somente as entradas com as saidas. No caso de um codificador

2" to n, com n = 2, teremos a seguinte tabela-verdade:
E Y3 Y2 Y1 YO0 _ n 1

0 X X X X [0 0
10 0 0 X|0 0
10 0 1 X|0 1
10 1 0 X|1 0
11 0 0 X1 1

Y1 E 0

6.3 Multiplexadores e Demultiplexadores

Um multiplexador (ou mux) é um circuito combinacional que seleciona,
através dos n sinais de sele¢io, um (ou um grupo de) sinal dentre os 2"
sinais de entrada e o passa para a saida. Portanto, é tambhém conhecido
como chave digital.

Saida

Entrada

Selegao (n)
A expressao logica de um multiplixador pode ser uma soma dos termos
de produto onde aparecem n varidveis de selecao e uma das 2" varidveis de
entrada. No caso de um multiplexador com 4 entradas, sdo necessarias duas
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varidveis 519y para seleciond-las. A funcdo de saida é entao
z= \.AMT .%9 N? NTNNQNMV = %H\%o;o + %H\MONH + MHMQ\NN + %HMQN?

cujo diagrama légico é I
0

I

I

I

515
Entre as diversas aplicagoes dos multiplexadores nos sistemas digitais,
podemos destacar

—

roteamento de dados, permitindo o compartilhamento de um mesmo
recurso por diferentes dados,

no

sequenciamento de operagoes,

i

conversao paralelo-serial, e

4

implementacao de fungoes l6gicas.

Um demultiplexador (ou demux), por sua vez, ¢ um circuito combina-
cional cuja funcao ¢ inversa a do multiplexador. Ele aceita uma entrada e a
repassa para uma das m saidas de acordo com a légica da selecao. Ele é usu-
almente utilizado em conjunto com um multiplexador, como na transmissao
de dados a longa distancia.

Saida

Entrada
/

Selegao (n) Selecao (n)
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6.4 Comparadores

Comparadores sao circuitos combinacionais que comparam dois valores
bindrios, bit a bit, e geram uma saida indicando se eles sdo iguais ou ndo. As
portas XOR sdo os seus principais constituintes, uma vez que estas podem
ser vistas como comparadores de 1 bit (a saida desta porta é igual a 0 quando
as duas entradas sio iguais; e 1, quando sio diferentes).

O seguinte diagrama logico mostra a estrutura de um comparador de 4
bits.

6.5 Debouncers

Uma das formas mais usuais para “entrar os dados” nos sistemas digitais é
através de chaves/botdes, que ao serem acionados podem oscilar e criar um
trem de pulsos “falsos”, como mostra o esquema abaixo. Este comportamento
é conhecido como contact bounce. Tal bounce pode ser problematico para

alguns circuitos.
sv

/ A B
primeiro
= contato bounce'

5V ! Tl
S VA
S

E como solucao a tal problema utiliza-se o circuito debouncer para ame-
nizar o efeito de oscilacio. Os circuitos debouncer fazem uso dos elementos
biestaveis, como ilustra o seguinte esquema.
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Na segao 4.1 vimos que os dispositivos biestdveis, exceto no ponto de
metaestabilidade, sempre se estabilizam em dois estados bem distintos: 0 e
1. Pequenos pulsos espirios, usualmente, nao tem duragao suficiente para
leva-los de um estado para outro, devido aos atrasos na propagagao destes
pulsos através das portas. Estes pulsos somente causam pequenas variacoes
na tensao de saida, mas nao chegam a alterar o valor ldgico do circuito.

6.6 Registros de Deslocamento

Os registros de deslocamento (shift-registers) sio componentes mais en-
contrados nos sistemas digitais. Eles sdo caracterizados por apresentarem a
funcionalidade de deslocamento e de armazenamento (memdria). Portanto,
sao amplamente utilizados como

1. memorias tempordrias,
2. “deslocadores de dados”, e
3. conversores dos formatos de dados paralelo/serial.

Os registros de deslocamento sdo mdquinas sequenciais sincronas (de Mo-
ore) constituidas por um conjunto de flip-flops ligados em cascata (safda de
um ligada na entrada do outro). Eles podem ser classificados em:

o entrada e saida em série,
o entrada em série e saida em paralelo,
o entrada em paralelo e saida em série, e

o entrada e saida em paralelo.
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LI

Entrada e saida em série Entrada em série e saida em paralelo

Entrada em paralelo e saida em série Entrada e saida em paralelo

S6 com o esquema de deslocamento esbocado, podemos facilmente imple-
mentar estes registros com uso de flip-flops D.

o um registro de deslocamento a direita de 3 bits

saida em paralelo
@ ql q

entrada em sériel saida em série

CLk Q P— Clk Q p— CLk Q P—
ol | ||

o um registro de deslocamento a esquerda de 3 bits

saida em paralelo
entrada em série q2 ql i q0

| |
— D Q Fo Q — —D Q

g g i

jn_.x Q p— jo? Q o— jo_.x Q o—
ck

saida em série

e talvez um pouco mais complexo, um registro de deslocamento a esquer-
da ou & direita (controle ¢ = 1) de 3 bits, com as seguintes equacoes de
transicdo: ¢y =dy-cl+q ¢, ¢ =@ -d+q-ceqg=q-c+dy-c
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c
NOT
entrada em série entrada em série
(direita) (esquerda)
ck
saida em série

q2 ql q0
saida em paralelo

6.7 Contadores

Um contador é um circuito sequencial cujo diagrama de estado corresponde
a um ou mais ciclos. O nimero de estados em cada ciclo define 0 mod de
uma relacdo de equivaléncia, isto é, um contador de médulo n contém, no
minimo, um ciclo com n estados.

OEN®)

Esta caracteristica permite que o tal circuito seja aplicado nas seguintes
situagoes:

1. conta o niimero de pulsos (de entrada) recebidos e armazena em c6digo
bindrio o nimero de contagem,

2. prové um trem de pulsos cuja frequéncia é menor que a frequéncia dos
pulsos de entrada,

3. prové uma sequeéncia de padroes bindrios.

Existe uma variedade de implementagoes de contadores.
Os contadores podem ser sincronos ou assincronos. Nos contadores
sincronos os elementos de memdria mudam de estado simultaneamente,
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enquanto nos contadores assincronos os elementos de memoéria mudam de
estado em instantes distintos. Estes podem ser implementados usando-se a
saida de um elementos de meméria como o sinal de relégio do seguinte, e
assim sucessivamente.

Pode-se ainda classificar os contadores em progressivos (up) e regres-
sivos (down). Note-se que um contador up pode ser transformado em down
(e vice-versa) simplesmente invertendo-se os sinais que viio para o proximo
estagio.

6.7.1 Contadores Ripple Binarios

E 0 mais simples dos contadores. Pode ser implementado com uso de flip-
flops T. Ele é conhecido como um contador bindrio, porque a sequéncia de
estados ¢ a mesma da sequéncia de nimeros binarios. O termo ripple refere-
se ao fato de que o sinal (de relogio) ndo afeta todos os flip-flops direta e

simultdneamente. Este sinal é propagado ao longo da cadeia dos flip-flops.
@ qi a2

—DT T T
opd | obd | Qp—
Através do diagrama de tempo ¢ ficil constatar que a contagem do con-

tador é progressiva (up), de zero até um valor maximo. Note que o estdgio
seguinte muda de estado quando o estagio anterior muda do nivel 1 para 0.

<UL L

001 010 011 100 101 110 111 000

Caso quisermos fazer uma contagem regressiva (down), devemos inverter
o estado do seguinte flip-flop quando o estagio anterior muda do nivel 0 para
1.
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Observe através do diagrama de tempo o comportamento deste contador

mddulo-8.
LT LT LT

111 110 101 100 011 010 001 000

Vale ainda observar que o periodo do sinal de saida de um flip-flop é sem-
pre 2 vezes maior em relacao ao perfodo do sinal de saida do estdgio anterior.
Portanto, estes circuitos sao também muito utilizados como divisores de
frequéncia.

Podemos ainda inibir uma contagem até um estado pré-definido e manter
a maquina neste estado, através da “desabilitagao do sinal” T. Tais conta-
dores sao conhecidos contadores auto-inibidores. O circuito seguinte é o

de um contador progressivo auto-inibidor no estado 011.
qo0 ql q2

ck
\A_ﬂ [aJpr

6.7.2 Contadores Sincronos Binarios

Embora o contador ripple seja o contador bindrio mais simples (requer o
menor nimero de portas 16gicas), ele é o mais lento (o ltimo flip-flop de
uma cascata de n flip-flops s6 recebe o sinal de relégio depois de ntq, se
considerarmos que o tempo de propagagio em cada flip-flop seja t;) e é
muito sensivel a pulsos espirios.
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Os contadores bindrios sincronos, por sua vez, tem todos os seus flip-flops
conectados a um mesmo sinal de reldgio, portanto a saida é vélida logo depois
de um atraso tg que corresponde ao atraso de propagagdo de um flip-flop,
no lugar de n flip-flops. O controle da mudanca de estado é feito através do
sinal de habilitagao.

Quando o sinal de habilita¢io se propaga serialmente ao longo dos flip-
flops, dizemos que ele é serial. Nesta configuragio, cada flip-flop s6 inverte
o seu estado, se e somente se, o sinal de habilitagao é ativado e todos os

flip-flops que o antecedem estiverem com o valor 1.
LY q @ a3

e

Outro esquema de realizagio dos contadores sincronos binarios é o para-
lelo, no qual o sinal de habilitacao ¢ ligado diretamente aos pinos de habili-
tacdo de cada flip-flop, eliminando o atraso que pode ocorrer na propagacao

deste sinal do bit menos significativo para o mais significativo.
7 q0 ql q2 q3

I fécil ver que também pode inibir a contagem destes contadores em
qualquer estado utilizando o mesmo esquema apresentado para os contadores
ripple.

6.7.3 Contadores Ciclicos

Os contadores bindrios sdo conhecidos também como contadores de estagio
minimo, por requerem o menor niimero de flip-flops para representar um

dado conjunto de estados num mesmo ciclo. Muitas vezes, porém, é mai
economico implementar um contador com uso de registros de deslocamento,
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conectando a saida do tltimo flip-flop com a entrada do primeiro flip-flop.
Dai o0 nome de contadores ciclicos. Exemplos destes contadores sao os
contadores em anel e contadores de Johnson. Estes contadore tem a
grande vantagem de possuirem, caso for necessario, um circuito de decodifi-
cagao das saidas extremamente simples.

Contadores em Anel

Nos contadores em anel, somete um flip-flop contém o valor 1 em cada ins-
tante. Este 1 é deslocado ciclicamente entre os flip-flops. Portanto, o nimero
de estados validos em um ciclo ¢ igual ao nimero de flip-flops.

i i §

L e
JJET [T

Um dos problemas neste circuito é que caso o sistema entrar num estado
invélido devido a ruidos, o circuito ficard gerando indefinidamente saidas
invalidas. Para evitar isso, pode-se conectar a entrada do primeiro flip-flop
com a saida da porta AND das saidas negadas de todos os flip-flops menos

o tltimo, constituindo assim um contador auto-corretor.
© a @

cK Q ck Q Cck Q
. ="

6.7.4 Contadores Johnson

Um contador Johnson pode ser obtido a partir de um contador em anel sim-
plesmente trocando a conexao de realimentagao, conectando a saida negada
do ultimo flip-flop com a entrada do primeiro flip-flop.
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Note que um contador Johnson com m flip-flops contém sempre um ciclo
com 2m estados. Para evitar que o sistema projetado para operar num ciclo
cala num outro ciclo, pode-se aplicar a mesma estratégia apresentada para
contadores em anel.

6.8 Madquinas (Bindrias Sequenciais) Linea-
res

Estas mdquinas sao caracterizadas por poderem ser descritas através de uma
fungao de transferéncia. As maquinas sequenciais lineares sio ampla-
mente utilizados nas aplicagoes fundamentadas em Teoria de Corpos Fini-
tos ou Corpo de Galois (GF), desenvolvida pelo matemtico francés Evaris-
te Galois (ver o site http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/ history/
Mathematicians/Galois.html). como:

1. implementagao de circuitos de embaralhador e desembaralhador, para
facilitar o sincronismo,

2. geradores pseudo-aleatério, e

3. implementacdo de codificador e decodificador de codigos corretores de
erro0.

Veremos que o esquema basico dos circuitos destas maquinas contém trés
elementos:

1. somador mod 2,
2. conexoes, e

3. atrasador unitério (flip-flop D).
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Note que a soma médulo 2 pode ser implementada com uso de portas
l6gicas XOR, pois
060 = 0
el =1
1@l =0
Para estudar mdquinas lineares é conveniente representar uma sequéncia
de entrada ou saida
Coy €1, Coy
como uma série de poténcia
(D) =cy+erD+ D>+,
também conhecida como transformada da sequéncia.
Ao multiplicarmo uma transformada z(D) = g + 21D + 2,D* + - - - por
D, obteremos
Dx(D) = 20D + 2, D* + 2,D* + -
que corresponde & sequéncia (D) deslocada de um atraso no tempo. Em
termos de circuito, equivale a passar a sequéncia por um flip-flop D, desde
que o estado inicial do flip-flop seja 0.

x(D) Dx(D)
—D

Comparando com a multiplicagio de um polinomio p(X) por X, no qual
todos os coeficientes p; sao avangados de uma posi¢ao, temos neste caso
todos os coeficientes atrasados de uma posigao. Podemos dizer, portanto,
que D = X! em termos de “operacdes entre polinémios”.

Se adicionarmos Da(D) com x(D) em mddulo 2, teremos

y(D) = (14 D)z(D) = g + (g + 21) D + () + 25) D* + (wy + 23)D* + -+

Dizemos que a(D) é multiplicado por (14D). Esta expressao pode ser
realizado por seguinte circuito sob a condi¢ao de que o estado inicial do

flip-flop seja 0.
S (@1 + 29) (o + 1) 20

AR HATEI
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A expresso (14D) chamamos de fungio de transferéncia do circuito.
Seja agora

@Abv = @o + Fb + @mbm R FLUTH + ?bﬁ

a funcdo de transferéncia, que aplicada sobre a transformada da sequéncia
de entrada resulta em

@Abvﬂwﬂbv&ﬁbv = @D&OJT@:S‘TNS&LU‘T
+@M&c + F.@H + vc.&.mvwm 4ot
F(big 4+ by + by) D 4 -

que ¢ realizave] através do seguinte circuito, se assumirmos que o estado
inicial dos flip-flops seja nulo

YsYalr Yo

Observe que inicialmente temos na saida exatamente byzy. No primeiro
pulso do relégio, o coeficiente x é deslocado para ug e temos na saida byzq +
boz1. No segundo pulso, z; é deslocado para ug e zy para uy. Portanto,
temos na saida byzg + by + byzo. E assim sucessivamente até zj chegar no
ty_1. A partir daf a saida serd b,z;_, + - - + byz;_ + bp; para todos z; na
entrada.

Exemplo 6.1 Dada uma sequéncia de entrada 11010111001 - - - e uma fungdo
de transferéncia b(D) = 1+ D+ D*+ D*+ DS, qual é a sequéncia de saida?
A transformada da sequéncia de entrada é
#(D)=1+D+D*+D°+ D+ D"+ D" ...
que multiplicada pela fungio de transferéncia b(D) resulta-se em
y(D)=b(D)a(D)=1+D*+ D+ D° + -

Esta € a tansformada da sequéncia 1001000011 - - -.
Um circuito que realiza a fungdo de transferéncia deste exemplo é
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oo oo

Se dividirmos x(D) por (1+D) obteremos

«(D)

y(D) = D+l

=29+ (19 +21)D + (0 + 71 + 32) D* + - -+

que pode ser realizado pelo seguinte circuito, considerando que o estado ini-
cial do flip-flop seja 0.

(D)

IF@ 6 uma funcdo de transferéncia do circuito, cuja entrada é z(D) e
a saida y(D).

Consideremos uma expressio mais genérica

1 1

aD)  ap+aD+aD’+ - +a D + 0, D"

Esta fungao de transferéncia pode ser implementada com uso do seguinte
circuito com r atrasos, assumindo que o estado inicial dos flip-flops seja nulo.

Note que, enquanto xg nao chegar na unidade u,_i, a saida é 0. Podemos
considerar os r zeros como 7 atrasos na “resposta do circuito”. A partir dai,
temos primeiro na safda aq e o seguinte estado para as duas entradas do XOR
que antecede cada flip-flop:

Entrada 1 Tp_g v @
Entrada 2 | a,a9 a,_1a0 a,_say -+ aya9




EAT772 — notas de aula — FEEC — 2° SEM/2001 (Ting) 19

Note que na entrada 2 das portas XOR temos os coeficientes do polinémio-
divisor multiplicado pelo ag. Assim quando ocorrer um pulso de relogio os
flip-flops passarao para o seguinte estado

g Uy U9 R Up_1
Ty D,y Tp_1 D10y Tp_gDar_oag -+ T1 D aay

Teremos a seguinte configuracao nas entradas das portas XOR antes do

segundo pulso de relégio:

U Uy (& e Ur_1
Entrada 1 | 2,41 2, ®a,a0 1 @ ar_1ay -+ 11D ayag
Entrada 2 | a,a1  a,_1a; (y_o0y e aay

Observe que embora parecam complexas as expressoes, elas s6 podem
assumir um dos dois valores logicos: 0 e 1. O circuito pode ser interpre-
tado como um divisor. A saida é o quociente da divisao e o contetiido dos
flip-flops é, de fato, o resultado parcial da subtragdo entre o dividendo e o
divisor multiplicado por um termo do polinomio-quociente. Em cada pulso

de relogio, este resultado parcial é “deslocado” e um novo termo do dividendo
é agregado, como ocorre na execucao de uma divisdo, passo a passo.

Exemplo 6.2 Dada uma sequéncia de entrada 11010111001 - - - e uma fungdo
a(D) =1+ D+ D?, qual é a sequéncia de saida considerando que a fun¢do
de transferéncia seja amg.w

A transformada da sequéncia de entrada é

2(D)=1+D+D*+D°+ D'+ D"+ D" ...
que dividida pela fungdo de transferéncia a(D) resulta-se em

z(D) .
yD)=—"=1+D"+D"+..-
y(D) (D)
Esta é a tansformada da sequéncia 10000101 - - -.
Um circuito que realiza esta fung¢do de transferéncia é
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Finalmente, consideremos uma maquina (bindria) linear descrita através
de uma expressao na forma
V' 14b D+ b oD -+ b D

X ; 6.1
X  1+4a_1D+apsD?+-+aDV (6.1)

;

onde X e Y sao, respectivamente, as sequéncias de entrada e de saida. E

facil ver que as fungdes de transferéncia b(D) e —= sdo casos particulares

a(D)
desta expsressao.
Podemos utilizar uma das trés seguintes técnicas para implementar a
eq.(6.1). Estas técnicas diferem basicamente na forma como manipulamos a
eXpressao:

o por realizagao direta,
o por realiza¢do em cadeia, e
o por realizacao com registros de deslocamento.

Na realizagdo direta, a entrada X ¢é levada diretamente as portas XOR
com base no fato de que, apds algumas manipulagoes algébricas, podemos
reescrever a eq.(6.1) em

Y=X+ bQ:TT%\ +ap_1Y + UQ#IMV\ FapoY +--+ b@oxﬁx + QQM‘V .- vv

Supondo que as portas logicas XOR (somadores bindrios) tenham 3 en-
tradas, o circuito segue o seguinte esquema

Y
+ D {+) b oo () D

Um outro rearranjo da eq.(6.1) nos leva a expressio

X

Y+X = UAQ:TH\M\ATSTHMJA_vUQFn\mxxwx_vQ&\vavx,v. ’ ATUA@?/‘ATQQMVV v vv,

que, dependendo dos valores a; e b;, podemos conectar uma entrada da porta
XOR com a linha X (a; = 0 e b; = 1), o ponto Y (a; =1 e b; =0) ouo
ponto X+Y (a; =1 e b; =1) do esquema abaixo
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G o O 5 PO b DR =Y

X+Y f

X

A este esquema de implementagao denominamos realizagao em cadeia.
Note que neste esquema s6 portas XOR com duas entradas sdo utilizadas na
implementagao.

Uma terceira forma de rearranjar a eq.(6.1) ¢

Y = (14by_ 1 D+by_yD* 4+ +0e DM X + (14 a1 D+ ag_oD* 4+ - ~+agDM)Y.

Para esta expressao podemos utilizar dois registros de deslocamento na
implementacao: um para o polinomio do numerador e o outro para o po-
linomio do denominador da fungao de transferéncia, uma vez que a porta
XOR ndo aparece entre os flip-flops de um mesmo registro, mas apenas na
realimentacao e entre os dois registros.

6.8.1 Embaralhadores e Desembaralhadores

Embaralhamento (scrambling) refere & técnica de eliminar longas sequéncias
de zeros ou uns, tornando-as em sequeéncias com ocorréncias mas aleatorias
de zeros e uns. Esta técnica é muito utilizada na Comunicagdo Digital na
qual sequencias longas de zeros e uns podem causar, entre outros problemas,
a perda de sincronismo do sistema. Um circuito capaz de embaralhamento é
conhecido como circuito embaralhador.

Com uso do Céleulo Probabilistico (propriedade de autocorrelagio) pode-

Y 1

se mostrar que uma fungdo de transferéncia da forma & = 5 é capaz
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de embaralhar qualquer sequéncia de entrada X, desde que ela nio seja
uma sequéncia inteiramente de 1s ou de 0s. Portanto, pode-se realizar um
embaralhador como uma maquina linear.

Exemplo 6.3 Considere o sequinte circuito que a sequéncia de entrada seja

1000001101 - - -. Determine a sequéncia de saida Y.
LAV

y
A fungao de transferéncia do circuito é

Y 1 1

X 140D+ 1LD2+1D% 14D+ D}
Considerando que o estado inicial dos flip-flops seja 0, entdo o conteido

dos flip-flops para diferentes instantes n é
u

=
I

Q%\}%Q‘w*\%l%'\%‘ﬁ
L S =T O T N
TN DN NN OO NS

DN DN N N DD N o=
SRR NSRS o

0 1 1

Ou seja, gera-se a sequéncia de saida Y = 01011101010- - -

Observe ainda que o circuito dado ¢, em termos da sequéncia de saida,
equivalente ao circuito

~t
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A cada circuito embaralhador, de entrada X e saida Y, existe um circuito
desembaralhador, de entrada Y e saida Z, para recuperar o sinal original.
Este circuito deve ter uma funcao de transferéncia tal que

HW =D,

XY ’
ou seja,

W = Q.W.
Y Y
Particularmente, se o sinal recuperado Z nao for deslocado em relacao ao
sinal original X, entdo

Z X

Yy v
Exemplo 6.4 Um circuito cuja fungio de transferéncia é

7
ﬂu:bfbw.

pode ser o desembaralhador do circuito do exemplo 6.3. O diagrama ldgico

deste circuito é
N

Se inserirmos a sequéncia Y = 10111010100+ - - com os flip-flops inicial-
mente em 0, teremos a sequinte sequéncia de saida z,:

nly u v ow z
111 0 0 0 1
210 10 0 0
g1 01 0 0
411101 0
5011100
6101110
7M1 0 1 1 1
8lo 10 1 1
91 01 0 0

que ¢ exatamente igual d sequéncia original X = 100000110 - -.
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6.8.2 Geradores Pseudo-aleatérios

H& um teorema que garante que as solucdes nao-nulas de y;,.; de uma equagao
de recorréncia que relaciona o estado corrente y;.f, com os k estados anteriores

Yitjs
k-1

k
Y P =000 gk ==Y piyisj (6.2)
=0 =0

sao ciclicas. O ciclo contém k estados, onde k é o menor inteiro positivo que
p(z) = wuo p;z’ divide 2% — 1. A equacdo de recorréncia pode ser realizada
através do seguinte circuito:

+ (+) {+) v l@ ()—

0, ()

Do

L]
L L

Quando p(z) é um polinémio primitivo de grau m, o menor inteiro
n para o qual ele divide 2" — 1 é n = 2™ — 1 (se¢io A.3). Dai conclui-
se que se a funcao de recorréncia é um polinomio primitivo de grau m,
entao o circuito contém um ciclo com 2" — 1 estados. O estado faltante é o
(all-0 state). Tal circuito é também conhecido como gerador de pseudo-
aleatdrios ou mquina de sequéncia maxima.

Para facilitar a sintese destes circuitos, podemos utilizar a notagao de
transformada

Y.P(D) =0.

Exemplo 6.5 Considere um gerador pseudo-aleatério construido com a fungdo
de recorréncia P(D) =1+ D+ D? (polinémio primitivo de grau 8 no corpo

GF(2))

N
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0s flip-flops passam pelos sequintes estados ciclicamente:

nju v w
0l0 0 1
1101 0
211 0 1
310 1 1
i1
51110
611 0 0
No Ezemplo A.16 mostra-se uma técnica algébrica para determinar esta

sequéncia ciclica.

Note-se ainda que um gerador construido com a fungao reciproca de
P(D), P*(D) = D*P(D), contém também (uma outra) mdzima sequéncia,
excluindo o all-0 state. Este resultado ¢ esperado, uma vez que o reciproco
de um polinémio primitivo é também primitivo (segio A.3).

)

Tabelas de polinomios primitivos podem ser encontradas em varias pu-
blicagdes (ver por exemplo o site http://ks.fernuni-hagen.de/ rieke/
primitiv/welcome.html.en). Aqui, s6 por curiosidade, listamos para cada
valor de n, de 1 a 32, um polinémio primitivo.
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n

1,2,346,7,15,22

5,11,21,29

10,17,20,25,28 31

9

23

18

8 1+22 428 42t 42"
12 14+z+a*+a8+2"
13 1+z+o3+2t 42"
14,16 1+22 a2t + 2% 427
19,27 T+z+a?+2°+a"
24 1+z4+22+2"+2"
26 1+z+a?+a8+am
30 1+z+22+2% 2"
32 1+z4+22+22 41"

Uma aplicagao bastante difundida dos geradores pseudo-aleatdrios é a
geracao de padroes de teste para circuitos l6gicos.




Apéndice A
Estruturas Algébricas

Este apéndice tem como objetivo introduzir alguns conceitos elementares
de estruturas algébricas que dao um subsidio melhor para compreender as
maquinas lineares. Oportunamente, vocés verao que muitas estruturas algé-
bricas sao fundamentais em Comunicagoes Digitais e Teoria de Cédigos.

A palavra dlgebra é de origem drabe (“al-jabr”), que significa “reunifi-
cagdo”. Ela é largamente utilizada em Matematica para referenciar assuntos
que tratam da manipulacdo e da andlise dos conjuntos discretos de objetos.

Um conjunto é uma colegio arbitraria de objetos, ou elementos. Um con-
junto pode ser finito (p. ex., o conjunto de disciplinas do curso da Engenharia
Elétrica), infinito mas contdvel (p. ex., o conjunto de niimeros naturais) e in-
finito e ndo-contével (p. ex., o cojunto de nimeros reais). A cardinalidade
de um conjunto é o niumero de elementos contidos num conjunto.

A.1 Grupos

Uma estrutura algébrica relativamente simples, com um conjunto nio-vazio
G munido de apenas uma operacao binaria %, isto ¢, a cada par de elementos
7,y € G estd associado um elemento 2%y € G, é o grupo, para o qual valem
0s seguintes axiomas:

1. Associatividade: Yz,y, 2 € G, (¢%y)%z = 2% (y%=);

2. Existéncia de um elemento identidade: Je € G, tal que 2%e = %z =
z,Vr €G;e

27
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3. Existéncia de um elemento inverso: 3 -z € G tal que 2%(-z) =
(—2)%z =eVz €G.

Diz-se que o grupo G é comutativo (ou abeliano, se ele goza adicio-
nalmente a seguinte propriedade:

4. Comutatividade: 2%y = y%z,Vz,y € G.

Exemplo A.1 O conjunto de inteiros forma wm grupo (comutativo) infinito
sob a operagdo de adi¢do (de inteiros), mas ndo sob a operagdo de multipli-
cagdo (definida no sentido cldssico), pois o inverso de cada nimero ndo se
encontra neste conjunto.

Exemplo A.2 O conjunto de matrizes n x n cujos elementos pertencem ao
conjunto de niimeros reais formam um grupo comutativo (infinito) sob adigio
(de matrizes), mas nao sob multiplica¢do, pois sabemos que a multiplicagio
de duas matrizes nao ¢ comutativa.

H4 um teorema que afirma que os elementos do conjunto S,, = {0,1,2,3, -
1} formam um grupo comutativo de ordem m sob adigdo médulo m para qual-
quer inteiro positivo m (define-se como adigio médulo n (ou mod n) de dois
ntmeros o resto da divisio médulo n da soma usual destes dois nimeros). O
elemento-identidade deste grupo ¢ 0 e o inverso de cada elemento z é (m—z).

Exemplo A.3 O conjunto Sy = {0,1} ¢ um grupo comutativo sob adigio
mddulo 2 cujo elemento identidade é 0. O inverso de 0 e I sao, respectiva-
mente, ( e 1.

E possivel ainda mostrar que para qualquer inteiro primo p, os elementos
do conjunto Z, = {1,2,3,--+,p—1} constituem um grupo comutativo finito
(mais exatamente, de ordem {p — 1}) sob multiplicagdo médulo n (define-se
como multiplicagao médulo n de dois niimeros o resto da divisao médulo n
do produto usual destes dois niimeros). Note-se que se p nao for um inteiro
primo, entao existe um m,n € Z,, tal que 1 < m,n < p e mn = 0 mod p,
que ndo pertence a Z,. O elemento-identidade do grupo é 1.

Exemplo A.4 O conjnto Zy = {1,2} é um grupo comutativo sob multipli-
cacio mddulo 3, cujo elemento-identidade € 1. O inverso de 1 é 1 (pois
L1=1)eode2é2 (pois22=1).
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Uma transformacdo f de um grupo G num grupo G/ ¢ chamado homo-
morfismo, se f(zy) = f(z)f(y),Vz,y € G. Neste caso, G é o nicleo de f e
f(G) € Gr é a imagem da aplicagio f.

Exemplo A.5 Seja G o grupo de nimeros reais sob adigao e seja G o grupo
dos nimeros reais positivos sob multiplicagao. A transformacio f: G — G/
definida por f(z) =2 é um homomorfismo, porque

flaty) =77 =29 = f(2) ().

Exemplo A.6 Seju G o grupo de nimeros complexos nao-nulos sob multi-
plicacio e seja GI o grupo dos mimeros reais nio-nulos sob multiplicagao.
A transformagio f : G = G definida por f(z) =| z | é um homomorfismo,
porque

fam) = nz = 21 || 22 |= f(2) f(22).

A.2 Anéis e Corpos

Seja A um conjunto ndo-vazio com duas operagdes bindrias, uma operacao
de adi¢ao (denotada por +) e uma operacao multiplicagio (denotada por -).
Entéo, A é chamado anel se A ¢ um grupo abeliano sob adicdo, isto é, sdo
verificadas as seguintes propriedades

1. Associatividade da soma: (¢ +y)+2z =12+ (y+2),Vz,y,2 € 4;

2. Existéncia do elemento neutro: 30 € A tal que z+0 =042 =1z,Vz €
A;

3. Existéncia de inverso aditivo: 3—z € A tal que 2+ (—z) = (-z)+2 =
0,Vz € A,

4. Comutatividade da soma: z +y =y +z,Vz,y € A;
e satisfaz ainda os seguintes axiomas:
1. Associatividade do produto: (z.y).z = z.(y.2),Vz,y,2 € A;

2. Distributividade do produto em relagao & soma: z.(y + 2) = z.y + z.2
e(x+y)z=x2+yz Yo,y 2 € calA;
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Um anel A é comutativo, se ele satisfaz ainda a propriedade: Vz,y €
Azy=yuz.

A é chamado anel com elemento-identidade, se existe um elemento
néo-nulo 1 € A tal que Vo € A,2.1 = 1.z =z.

Uma anel comutativo com elemento-identidade A é chamado dominio
de integridade, se A ndo tem divisores de zero, isto é, se zy =0= 1 =
Oouy = 0.

Exemplo A.7 O conjunto dos nimeros inteiros € um dominio de integrida-
de (anel de inteiros) com elemento-identidade em relagdo as operagies usuais
de adigio e multiplicagao.

Exemplo A.8 Um grupo comutativo (dos inteiros) sob adigao médulo p é
um anel de inteiros modulo p.

Um anel comutativo com elemento-identidade A é chamado corpo (ou
em inglés, field) se Vz(ndo-nulo) € A tem inverso multiplicativo, isto é, existe
um elemento 77! € A, tal que aa™! =a"'a = 1.

Note-se que um corpo é, necessariamente, um dominio de integridade,
pois,sery=0ex#0,entdoy=ly=a"lay=2"1.0=0.

Exemplo A.9 O conjunto de nimeros racionais, de mimeros reais e nimeros
complezos sao corpos em relagao as operagoes usuais de adi¢do e multipli-
cagao.

Corpos de ordem (cardinalidade) finita foram descobertos pelo ma-
temdtico francés Evariste Galois e sdo denominados Corpos de Galois. Um
corpo de Galois de ordem ¢ é usualmente denotado por GF(q).

Exemplo A.10 Os elementos do conjunto bindrio {0,1} formam um corpo
GF(2) as operagies légicas AND (-) e XOR (+), pois como estas operagoes
correspondem, respectivamente, as operagoes de adigio e de multiplicagao
mddulo 2, elas satisfazem todos os axiomas impostos para um corpo. Por-
tanto, {0,1} sob as duas operagdes ldgicas forma um corpo.

Exemplo A.11 Os elementos do conjunto Z, = {0,1,2,3,---,p— 1}, onde
p € primo, formam um corpo GF(q) sob adi¢do e multiplicagao mddulo p.
Pelo que jd vimos, estes elementos formam um grupo comutativo sob adi¢ao
mddulo p e o seu subcongunto {1,2,3,--+,p—1} forma um grupo comutativo
sob multiplicagio mddulo p. E como adi¢do e multiplicagao mddulo p sio
distributivas na aritmética usual, seque-se que Z, é um corpo.
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Define-se como ordem de um elemento [ no corpo GF(q) o menor
inteiro positivo m (m # 0) tal que g™ = 1.

Exemplo A.12 Seja um corpo GF(7) formado pelos elementos {0,1,2,3,4,5,6}
sob operagoes de adigao e multiplicagao madulo 7, ou seja

+10 123 4566 |01 234356
001238 456 00000000
11238 4560 1/01 23814356
212 8 4 6 601 2(02 4 61385
313 4 56 012 810362514
414 5601 28 410415263
S5 6 01 28 4 51065316 4 2
66 01 238 4 5 6(06 5 4 38 21
Por inspegao, a ordem do

1. elemento 1: m = 1;

2. elemento 2: m 22 =4, 2=

3(1, 2

|
—
~—

3. elemento 3: m

6(1,83=23=623=43=53=1)

4. elemento 4: m =8 (1, 4, £ =2,43=1);

5. elemento 5:m =6 (1, 5,5 =4,5=6,5' =25 =35 =1);
6. elemento 6: m = 2 (1, 6, 6*=1).

Um elemento do corpo GF(g) é chamado elemento primitivo se a sua
ordem ¢ (¢ — 1). Uma conclusiio importante é que a partir deste elemento,
pode-se “gerar” todos os elementos ndo-nulos do corpo GF(g). E ainda
mais, todos os elementos nao-nulos podem ser representados como
poténcias deste elemento primitivo.

Para construir corpos (finitos) com p™ elementos, sendo p primo
e m > 1, veremos na secao seguinte que podemos utilizar os polinomios
primitivos sobre o corpo GF(p). Veremos ainda que operagoes diferentes
das operagoes midulo sao necessdrias para satisfazer todas as propriedades
impostas aos corpos.
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A.3 Anéis de Polindmios

Seja K um corpo. Um polinémio f sobre K é uma sequéncia infinita de
elementos de K na qual todos, exceto um ndmero finito deles, sao zero:

F=(0,an, - a1, a0)ouf (2) = aza™ + -+ + a1z +ag

O elemento ay é chamado k-ésimo coeficiente de f. Se n é o maior intiero
para o qual a, # 0, entdo dizemos que o grau de f é n, e o representamos
por grau f = n.

Se g é outro polinomio sobre K, digamos

9= (0, -+, b1,bp),

entdo a soma f + g é o polinomio obtido adicionando os coeficientes corres-
pondentes. Isto é, se m < n, entdo

fHg=1("0,an, " tn+bpn, a1 +b1,a0 + o).

Exemplo A.13 A soma de dois polindmios, (2° + 2%) e (¢* + 1z + 1), no
corpo GF(2) resulta em

B+ + (@ te+l) =+ 2 o +1=0"+a+ 1
Além disso, o produto fg é o polindmio
fa= (- anbpm, -, arby + aghy, aphy),

isto é, o k-ésimo coeficiente ¢ de fg é dado pela expressao

k
Cp = MUQQ.,@»I&. = Qog + QHS -14---4 Q%@o.
=0

A colegio de todos os polindmios ag + a2z +aya® ++ -+ +2", a; € GF(q) e
n € N, é de particular interesse na pesquisa de Codigos Algéricos. Utilizamos
a notacdo GF(¢)[z] para denotd-los.

O conjunto dos polinomios sobre um corpo K, sob as operagoes de adigao
e multiplicacdo, forma um anel comutativo com elemento-identidade e sem

divisores de zero, isto ¢, um dominio de integridade.
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Sejam f e g polinémios sobre um corpo K com g # 0. Entdo, existem
polinomios ¢ e 7 tais que
f=q9+r,
onde ou r = 0 ou grau r < grau g, se 7 # 0.
Um polinémio f(z) ¢ irredutivel no corpo GF(q), se f(z) ndo pode
ser fatorado no produto de polinomios de grau menor no anel de polinémios
GF(g)[a].

Exemplo A.14 Considere os sequintes polinomios

o 22 +1 € irredutivel no anel GF(3)[z], mas ndo no anel GF(2)[z] ((z +
(z+1))

o o'+ 2% +1 ea® + 2% +1 sdo irredutiveis no anel GF(2)[z].

Um polinémio irredutivel f(z) € GF(q)[z] de grau m é dito primitivo,
se 0 menor inteiro positivo n para o qual f(z) divide 2" —1én=¢™ - 1.

Exemplo A.15 Considere os sequinte polindmios:

o xcfp® + 2+ 1 € primitivo no anel GF(2)[z], pois € divisor de 27 — 1
@-1=1).

o ot +a + 1 ¢ primitivo no anel GF(2)[z], pois é divisor de 2 — 1
@2 -1=15).

o 2t a3+a?+a+1 éirredutivel no anel GF(2)[z], mas néo é primitivo,
pois ele € fator de 2° — 1.

Uma propriedade interessante de um polinomio primitivo de grau m
f(z) € GF(q) é que o seu reciproco dado por z™f va também é primiti-
Yo,

Outra propriedade importante é que todas as raizes de um polinémio
primitivo p(z) no corpo GF(q) tem a mesma ordem. Esta ordem
é ¢™ — 1, pois sendo p(x) o divisor de 27"~ — 1, entdo a?" "t~ 1 = 0 ou
o™ =" = 1. Pode-se mostrar, por contradicio, que ¢™ — 1 é 0 menor inteiro
positivo para o qual a?"~! = 1.

Seja p(z) = ™ + @1 2™ + -+ + a7 + g 0 polindmio primitivo no
GF(q)[z]. Se a éaraiz de p(z), ou seja, p(a) = o™ +a,,_10™ " +- -+ aja+
ay = 0. Entao,

"=~y — o — e — g
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Note-se que para o, i > m, podemos reescrever a expressio de a' em
funcao das poténcias i < m de . Assim, podemos associar a cada poténcia
i >m de o uma representacdo polinomial na forma by,_ja™ ' 4 -+ + b +
by com os coeficientes b; € GF(g). Com isso, temos uma correspondéncia
biunivoca entre as distintas poténcias de a e o conjunto de polindmios em «
com os coeficientes no corpo GF(¢) de grau menor ou igual a (m —1).

Pode-se mostrar que as ¢™ — 1 poténcias de « sao os elementos nao-
nulos do corpo GF(¢™). Dai, chegamos um resultado importante: as raizes
dos polinémios primitivos de grau m no anel GF(¢)[z] sao elementos
primitivos no corpo GF(¢™). E ainda mais, os elementos do corpo GF(¢"™)
podem ser representados ou como poténcias de um elemento primitivo (uma
raiz) ou como combinagio das poténcias i, i < m, deste elemento primitivo.

Note-se que se considerarmos o conjunto {1, a, a?,+++,a™ "} como a “ba-
se” da representa¢ao polinomial, podemos ainda representar os elementos do
corpo GF(¢™) através dos vetores, cujas “coordenadas” pertencem ao corpo

GF(q).

Exemplo A.16 Seja o polinomio primitivo p(z) = 2* +x+1 de graum = 3
no anel GF(2)[z]. Seja o a raiz de p(z). Entdo, pla) =a® +a+1=0, ou
a® = a+1. Todos os elementos nio-nulos no corpo GF(2%) podem ser repre-
sentados como poténcias consecutivas da raiz o (representagdo exponencial),

isto 6, {a°,at,a? @ -+ af a” = a"}, ou como combinagdes das poténcias
(representacdo polinomial), ou como vetores no corpo GF(2):
Ezponencial Polinomial Vetorial
ol = 1 (0,0,1)
ol = o (0,1,0)
o? = o? (1,0,0)
o? = a+l (0,1,1)
at = o’ +a (1,1,0)
a® = dt+at=ad’+a+l (1,1,1)
af = a'+dl=(®+a)+(at+)=a?+1 (1,0,1)
0 = 0 (0,0,0)

Usando a notagio matricial teremos os sequintes elementos no corpo

GF(2):
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Estes elementos sdo, de fato, as solugdes da fungao de recorréncia, pois
pla)=c’+a+l=a’+a'+a’"=0

e a'p(a) =0,Vi€ N.

()

i3 " i+1 :
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Assim para uma coordenada do vetor (uma linha na matriz), teremos a
sequinte sequéncia (ciclica) de estados (a2 + o'*! 4 a'): 001 — 010 —
101 = 011 — 111 — 110 — 100, que corresponde eratamente a solugio
obtida exaustivamente no Exemplo 6.5.

Usando este tipo de construgio de um corpo GF(¢™) podemos construir
facilmente as tabelas que definem completamente as operacdes de adicio e
multiplicacao entre os elementos do corpo GF(¢™). A adigio de dois seus
elementos ¢ efetuada com uso da representagao polinomial, como ilustra o
seguinte exemplo.

Exemplo A.17 A soma de dois elementos o® e a® do corpo GF(8) é
A+’ =(a+)+(’+at+l)=a’

Podemos ainda expressar a multiplicagao entre dois dos elementos de um
corpo GF(q™), a® = (ag + a1+ -+ + 1™ ) e @ = (bg + by + -+ +
bpn1a™ 1), através da representagio polinomial

3\
DQ.QW. _ D?+E mod (qg™—1)

(a0 + ara+ -+ ap 1™ ) (b + b+ -+ by10™ ) mod p(c)

Exemplo A.18 Seja p(z) = 2* +x + 1 um polindmio primitivo no anel
GF(2)[z]. Seja a a raiz de p(z). Isso implica que o® + a+1 = 0 ou
a? = a+1. Os elementos do corpo GF(22) = GF(4) podem ser representados
nas sequintes maneiras:
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Ezponencial Polinomial Vetorial
a® = 1 o (01)
ol = @ < (L0)
o? = a+l < (L1)
0 = 0 < (0,0)

Ainda mais, com uso das representagies exponenciais e polinomiais po-
demos ver que as sequintes operagoes foram definidas no corpo GF(4)

+ 7 0 o o o . _ 0 o o o?
0] 0 o of o 0(0 0 0 0
Al 0 o a A0 o o &
atlat o 0 a0 o o o
a?la? o' o 0 20 o o o

Se rotularmos o0s elementos o, o' e o por inteiros 1, 2, e 3, respecti-
vamente, podemos criar as sequintes tabelas (verdade) para o corpo GF(4)
(note-se que é diferente da adigio e multiplicagio mddulo 4, sob as quais o
conjunto {0,1,2,3} ndo define um corpo GF(4)):

o123 o123
0[0 123 0[0000
110382 1[0123
2128301 20231
33 210 3)03 12




