
C
a
p��tu
lo
6

M
a
cro
fu
n
�c~o
es
e
A
p
lica
�c~o
es

O
s
prim
eiros
projetos
digitais
consistiam
em
especi�car
as
interconex~oes
en-

tre
as
portas
individuais,
com
o
�zem
os
at�e
agora.
E
ntretanto,
percebeu-se

logo
que
m
uitos
problem
as
com
plexos
podem
ser
divididos
em
subproblem
as

com
uns.
P
assou-se,ent~ao,com
o
um
a
pr�atica
de
projeto
o
paradigm
a
de
p
ro-

jeto
h
ier�arqu
ico,
onde
um
circuito
�e
dividido
em
v�arios
blocos
funcionais

ou
m
acrofu
n
�c~oes
{
contadores,
som
adores,
m
ultiplicadores,com
paradores,

m
ultiplexadores,registros
de
deslocam
ento,
etc
{
e,
ent~ao,
realizado
atrav�es

da
interconex~ao
entre
as
im
plem
enta�c~oes
j�a
existentes
destas
(m
acro)fun�c~oes.

P
ara
facilitar
o
projeto
e
a
im
plem
enta�c~ao
dos
sistem
as
digitais,
m
uitos

fabricantes
oferecem
pastilhas
que
integram
todas
as
portas
necess�arias
para

realizar
tais
fun�c~oes.
�E
com
um
utilizar
os
seguintes
term
os
para
referenciar

a
escala
da
integra�c~ao
de
um
a
pastilha:

SSI
(Sm
allScale
Integration
)

<
10
portas

M
SI
(M
edium
Scale
Integration
)

10
{
100
portas

L
SI
(Large
Scale
Integration
)

100
{
10.000
portas

V
L
SI
(V
ery
Large
Scale
Integration
)

>
10.000
portas

N
este
cap��tulo
apresentarem
os
os
projetos
de
algum
as
m
acrofun�c~oes
m
ais

usuais.

6.1

D
ecod
i�
cad
ores

N
este
cap��tulo
cham
am
os
d
ecod
i�
cad
or
(decoder)
um
circuito
com
binacio-

nal
de
m
entradas
e
n
sa��das,
m
<
n,
no
qual
usualm
ente
som
ente
um
a

ou
um
grupo
das
n
sa��das
�e
ativado
para
um
a
espec���ca
com
bina�c~ao
das
m

1
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entradas.

EntradaControle
de

Sinais

Saída

C
orresp.
1:1

E
sta
propriedade
�e
bastante
�utilnas
aplica�c~oes
com
o:

1.
selecionar/ativar
exatam
ente
um
a
linha
na
ocorr^encia
de
um
determ
i-

nado
padr~ao
na
entrada,
e

2.
acionar
displays
de
L
E
D
.

6
.1
.1

D
eco
d
i�
ca
d
o
res
B
in
�a
rio
s

S~ao
tam
b�em
conhecidos
com
o
decodi�cador
n{to{2
n.
E
stes
decodi�cadores

possuem
n
entradas
cujas
2
n
poss��veis
com
bina�c~oes
ativam
distintam
ente
as

m
=
2
n
sa��das,
com
o
ilustra
o
seguinte
decodi�cador
2{to{4
(o
sinal
E
�e
o

sinalde
controle
para
habilitar
a
fun�c~ao
de
decodi�ca�c~ao):

E

I1

I0

Y
3

Y
2

Y
1

Y
0

0

X

X

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

1

1

0

1

0

0

1

0

1

1

0

0

1

0

0

1

1

1

1

0

0

0

P
or
inspe�c~ao,�e
f�acilderivar
as
seguintes
fun�c~oes
para
cada
sa��da

Y
3
=

I1I0E

Y
2
=

I1I00E

Y
1
=

I10I0E

Y
0
=

I10I00E

que
podem
ser
im
plem
entadas
com
portas
l�ogicas
A
N
D
e
N
O
T
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AN
D

AN
D

AN
D

AN
D

I0
Y0Y1Y2Y3

I1E

Q
uando
um
a
ou
m
ais
linhas
na
entrada
n~ao
afetam
a
sa��da,com
o
o
con-

versor
do
B
C
D
para
B
C
D
3
em
excesso
no
E
xem
plo
3.14,podem
os
introduzir

o
estado
\don't-care"
na
tabela-verdade
para
otim
izar
o
circuito.

6
.1
.2

D
eco
d
i�
ca
d
o
res
d
e
7
seg
m
en
to
s

M
uitos
equipam
entos
digitais
prov^em
diodos
em
issores
de
luz
(L
E
D
s)
ou

display
de
cristal
l��quido
para
apresentar
inform
a�c~ao
aos
usu�arios.
E
sta
in-

form
a�c~ao
pode
ser
dados
num
�ericos
(d��gitos)
ou
caracteres
alfanum
�ericos.

U
m
dos
dispositivos
m
ais
sim
ples
e
populares
para
apresentar
d��gitos
de
0
a

9
(base
decim
al)
ou
de
0
a
F
(base
hexadecim
al)
�e
o
display
de
7
segm
entos

a

bc

d

e f

g

A
trav�es
do
controle
da
corrente
em
cada
um
dos
7
segm
entos
do
display,

a,
b,c,d
,
e,
f
e
g,
podem
os
obter
um
dos
padr~oes
dos
16
d��gitos.

U
m
decodi�cador
de
7
segm
entos
�e
um
circuito
com
binacionalque
aciona

em
fun�c~ao
da
entrada
(em
B
C
D
)
as
linhas
dos
7
segm
entos
de
m
odo
a
gerar

o
padr~ao
correspondente
no
display.
P
or
exem
plo,se
a
entrada
for
0101
(5),

os
segm
entos
a,
f,
g,
c
e
d
acender~ao
enquanto
os
outros
segm
entos
�car~ao

apagados.

B
aseado
neste
princ��pio
de
funcionam
ento,�e
f�acilsintetizar
a
l�ogica
deste

decodi�cador
na
seguinte
tabela-verdade:

E
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E

D

C

B

A

a

b

c

d

e

f

g

0

X

X

X

X

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

1

1

1

1

1

0

1

0

0

0

1

0

1

1

0

0

0

0

1

0

0

1

0

1

1

0

1

1

0

1

1

0

0

1

1

1

1

1

1

0

0

1

1

0

1

0

0

0

1

1

0

0

1

1

1

0

1

0

1

1

0

1

1

0

1

1

1

0

1

1

0

0

0

1

1

1

1

1

1

0

1

1

1

1

1

1

0

0

0

0

1

1

0

0

0

1

1

1

1

1

1

1

1

1

0

0

1

1

1

1

0

0

1

1

1

1

0

1

0

0

0

0

1

1

0

1

1

1

0

1

1

0

0

1

1

0

0

1

1

1

1

0

0

0

1

0

0

0

1

1

1

1

1

0

1

1

0

0

1

0

1

1

1

1

1

1

0

0

0

0

1

1

1

1

1

1

1

1

1

0

0

0

0

0

0

0

O
estado
de
cada
segm
ento
�e
um
a
fun�c~ao
das
quatro
vari�aveis
de
entrada,

D
,C
,B
e
A
.
T
alfun�c~ao
pode
ser
derivada
facilm
ente
com
uso
de
m
apas
de

K
arnaugh.

6.2

C
od
i�
cad
ores

E
xatam
ente
oposto
a
um
decodi�cador,um
cod
i�
cad
or
�e
um
circuito
com
-

binacional
com
m
entradas
e
n
sa��das,
m
>
n,
no
qual
para
um
a
ou
um

grupo
das
m
entradas
�e
associada
um
a
com
bina�c~ao
das
n
sa��das.

Entrada (m)Controle
de

Sinais

Saída (n)

C
orresp.
1:1

E
le
�e
utilizado
na

1.
convers~ao
de
um
sinalde
entrada
num
n��vel
de
prioridade,e
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2.
convers~ao
de
um
sinalde
acionam
ento
num
a
palavra-c�odigo,por
exem
-

plo,associar
a
um
a
tecla
do
teclado
um
a
palavra-c�odigo
de
A
SC
II.

O
princ��pio
de
projeto
destes
codi�cadores
�e
an�alogo
ao
dos
decodi�cado-

res,invertendo
som
ente
as
entradas
com
as
sa��das.
N
o
caso
de
um
codi�cador

2
n{to{n,com
n
=
2,terem
os
a
seguinte
tabela-verdade:

E

Y
3

Y
2

Y
1

Y
0

I1

I0

0

X

X

X

X

0

0

1

0

0

0

X

0

0

1

0

0

1

X

0

1

1

0

1

0

X

1

0

1

1

0

0

X

1

1

cujo
diagram
a
l�ogico
pode
ser:

O
R

O
R

Y1Y2Y3 Y0

I0I1

6.3

M
u
ltip
lexad
ores
e
D
em
u
ltip
lexad
ores

U
m
m
u
ltip
lexad
or
(ou
m
u
x)
�e
um
circuito
com
binacional
que
seleciona,

atrav�es
dos
n
sinais
de
sele�c~ao,
um
(ou
um
grupo
de)
sinal
dentre
os
2
n

sinais
de
entrada
e
o
passa
para
a
sa��da.
P
ortanto,
�e
tam
b�em
conhecido

com
o
ch
ave
d
igital.

Entrada

Saída

Seleção (n)

A
express~ao
l�ogica
de
um
m
ultiplixador
pode
ser
um
a
som
a
dos
term
os

de
produto
onde
aparecem
n
vari�aveis
de
sele�c~ao
e
um
a
das
2
n
vari�aveis
de

entrada.
N
o
caso
de
um
m
ultiplexador
com
4
entradas,
s~ao
necess�arias
duas
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vari�aveis
S
1 S
0
para
selecion�a-las.
A
fun�c~ao
de
sa��da
�e
ent~ao

z
=
f(S
1 ;S
0 ;I
0 ;I
1 ;I
2 ;I
3 )
=
S
1 0S
0 0I
0
+
S
1 0S
0 I
1
+
S
1 S
0 0I
2
+
S
1 S
0 I
3 ;

cujo
diagram
a
l�ogico
�e

AN
D

AN
D

AN
D

AN
D

O
R

z

S
1 S
0

I
0

I
1

I
2I

3

E
ntre
as
diversas
aplica�c~oes
dos
m
ultiplexadores
nos
sistem
as
digitais,

podem
os
destacar

1.
roteam
ento
de
dados,
perm
itindo
o
com
partilham
ento
de
um
m
esm
o

recurso
por
diferentes
dados,

2.
sequenciam
ento
de
opera�c~oes,

3.
convers~ao
paralelo-serial,e

4.
im
plem
enta�c~ao
de
fun�c~oes
l�ogicas.

U
m
d
em
u
ltip
lexad
or
(ou
d
em
u
x),por
sua
vez,�e
um
circuito
com
bina-

cionalcuja
fun�c~ao
�e
inversa
a
do
m
ultiplexador.
E
le
aceita
um
a
entrada
e
a

repassa
para
um
a
das
m
sa��das
de
acordo
com
a
l�ogica
da
sele�c~ao.
E
le
�e
usu-

alm
ente
utilizado
em
conjunto
com
um
m
ultiplexador,com
o
na
transm
iss~ao

de
dados
a
longa
dist^ancia.

D
EM

U
X

M
U

X

Saída

Entrada

Seleção (n)
Seleção (n)
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6.4

C
om
p
arad
ores

C
om
p
arad
ores
s~ao
circuitos
com
binacionais
que
com
param
dois
valores

bin�arios,bit
a
bit,e
geram
um
a
sa��da
indicando
se
eles
s~ao
iguais
ou
n~ao.
A
s

portas
X
O
R
s~ao
os
seus
principais
constituintes,
um
a
vez
que
estas
podem

ser
vistas
com
o
com
paradores
de
1
bit
(a
sa��da
desta
porta
�e
iguala
0
quando

as
duas
entradas
s~ao
iguais;e
1,quando
s~ao
diferentes).

O
seguinte
diagram
a
l�ogico
m
ostra
a
estrutura
de
um
com
parador
de
4

bits.

XO
R

XO
R

XO
R

XO
R

O
R

O
R

z
O

R

A
0

B
0

A
1

B
1

A
2

B
2

A
3

B
3

6.5

D
eb
ou
n
cers

U
m
a
das
form
as
m
ais
usuais
para
\entrar
os
dados"
nos
sistem
as
digitais
�e

atrav�es
de
chaves/bot~oes,
que
ao
serem
acionados
podem
oscilar
e
criar
um

trem
de
pulsos
\falsos",com
o
m
ostra
o
esquem
a
abaixo.
E
ste
com
portam
ento

�e
conhecido
com
o
contact
b
ou
n
ce.
T
albounce
pode
ser
problem
�atico
para

alguns
circuitos.

5VA
B

AB

5V

"bounce"
prim

eiro
contato

E
com
o
solu�c~ao
a
talproblem
a
utiliza-se
o
circuito
d
eb
ou
n
cer
para
am
e-

nizar
o
efeito
de
oscila�c~ao.
O
s
circuitos
d
eb
ou
n
cer
fazem
uso
dos
elem
entos

biest�aveis,
com
o
ilustra
o
seguinte
esquem
a.
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5V

O
R

O
R

5V

N
a
se�c~ao
4.1
vim
os
que
os
dispositivos
biest�aveis,
exceto
no
ponto
de

m
etaestabilidade,
sem
pre
se
estabilizam
em
dois
estados
bem
distintos:
0
e

1.
P
equenos
pulsos
esp�urios,
usualm
ente,
n~ao
tem
dura�c~ao
su�ciente
para

lev�a-los
de
um
estado
para
outro,
devido
aos
atrasos
na
propaga�c~ao
destes

pulsos
atrav�es
das
portas.
E
stes
pulsos
som
ente
causam
pequenas
varia�c~oes

na
tens~ao
de
sa��da,m
as
n~ao
chegam
a
alterar
o
valor
l�ogico
do
circuito.

6.6

R
egistros
d
e
D
eslocam
en
to

O
s
registros
d
e
d
eslocam
ento
(shift-registers)
s~ao
com
ponentes
m
ais
en-

contrados
nos
sistem
as
digitais.
E
les
s~ao
caracterizados
por
apresentarem
a

funcionalidade
de
deslocam
ento
e
de
arm
azenam
ento
(m
em
�oria).
P
ortanto,

s~ao
am
plam
ente
utilizados
com
o

1.
m
em
�orias
tem
por�arias,

2.
\deslocadores
de
dados",
e

3.
conversores
dos
form
atos
de
dados
paralelo/serial.

O
s
registros
de
deslocam
ento
s~ao
m
�aquinas
sequenciais
s��ncronas
(de
M
o-

ore)
constitu��das
por
um
conjunto
de
ip-ops
ligados
em
cascata
(sa��da
de

um
ligada
na
entrada
do
outro).
E
les
podem
ser
classi�cados
em
:

�
entrada
e
sa��da
em
s�erie,

�
entrada
em
s�erie
e
sa��da
em
paralelo,

�
entrada
em
paralelo
e
sa��da
em
s�erie,
e

�
entrada
e
sa��da
em
paralelo.
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Entrada em
 série e saída em

 paralelo

Entrada em
 paralelo e saída em

 série

Entrada e saída em
 série

Entrada e saída em
 paralelo

S�o
com
o
esquem
a
de
deslocam
ento
esbo�cado,podem
os
facilm
ente
im
ple-

m
entar
estes
registros
com
uso
de
ip-ops
D
.

�
um
registro
de
deslocam
ento
�a
direita
de
3
bits

QQ

DC
LK

QQ

DC
LK

QQ

DC
LK

saída em
 série

saída em
 paralelo

ck

entrada em
 série

q2
q1

q0

�
um
registro
de
deslocam
ento
�a
esquerda
de
3
bits

QQ

DC
LK

QQ

DC
LK

QQ

DC
LK

ck

entrada em
 série

saída em
 paralelo

q0
q1

q2

saída em
 série

�
talvez
um
pouco
m
ais
com
plexo,um
registro
de
deslocam
ento
�a
esquer-

da
ou
�a
direita
(controle
c
=
1)
de
3
bits,com
as
seguintes
equa�c~oes
de

transic~ao:
q
�2
=
d
2
�c0+
q
1
�c,
q
�1
=
q
2
�c0+
q
0
�c
e
q
�0
=
q
1
�c0+
d
0
�c
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(direita)
A

A

O
R

A
A

O
R

A
A

O
R

c

(esquerda)

N
O

T

QQ

DC
LK

QQ

DC
LK

QQ

DC
LK

q2
q0

saída em
 série

saída em
 paralelo

entrada em
 série

q1

ck

entrada em
 série

6.7

C
on
tad
ores

U
m
contad
or
�e
um
circuito
sequencialcujo
diagram
a
de
estado
corresponde

a
um
ou
m
ais
ciclos.
O
n�um
ero
de
estados
em
cada
ciclo
de�ne
o
m
od
de

um
a
rela�c~ao
de
equival^encia,
isto
�e,
um
contador
de
m
�odulo
n
cont�em
,
no

m
��nim
o,um
ciclo
com
n
estados.S1

S2S3
Sn

E
sta
caracter��stica
perm
ite
que
o
tal
circuito
seja
aplicado
nas
seguintes

situa�c~oes:

1.
conta
o
n�um
ero
de
pulsos
(de
entrada)
recebidos
e
arm
azena
em
c�odigo

bin�ario
o
n�um
ero
de
contagem
,

2.
prov^e
um
trem
de
pulsos
cuja
frequ^encia
�e
m
enor
que
a
frequ^encia
dos

pulsos
de
entrada,

3.
prov^e
um
a
sequ^encia
de
padr~oes
bin�arios.

E
xiste
um
a
variedade
de
im
plem
enta�c~oes
de
contadores.

O
s
contadores
podem
ser
s��n
cron
os
ou
ass��n
cron
os.
N
os
contadores

s��n
cron
os
os
elem
entos
de
m
em
�oria
m
udam
de
estado
sim
ult^aneam
ente,
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enquanto
nos
contadores
ass��n
cron
os
os
elem
entos
de
m
em
�oria
m
udam
de

estado
em
instantes
distintos.
E
stes
podem
ser
im
plem
entados
usando-se
a

sa��da
de
um
elem
entos
de
m
em
�oria
com
o
o
sinal
de
rel�ogio
do
seguinte,
e

assim
sucessivam
ente.

P
ode-se
ainda
classi�car
os
contadores
em
p
rogressivos
(up)
e
regres-

sivos
(dow
n
).
N
ote-se
que
um
contador
up
pode
ser
transform
ado
em
dow
n

(e
vice-versa)
sim
plesm
ente
invertendo-se
os
sinais
que
v~ao
para
o
pr�oxim
o

est�agio.

6
.7
.1

C
o
n
ta
d
o
res
R
ipple
B
in
�a
rio
s

�E
o
m
ais
sim
ples
dos
contadores.
P
ode
ser
im
plem
entado
com
uso
de
ip-

ops
T
.
E
le
�e
conhecido
com
o
um
contador
b
in
�ario,
porque
a
sequ^encia
de

estados
�e
a
m
esm
a
da
sequ^encia
de
n�um
eros
bin�arios.
O
term
o
ripple
refere-

se
ao
fato
de
que
o
sinal
(de
rel�ogio)
n~ao
afeta
todos
os
ip-ops
direta
e

sim
ult^aneam
ente.
E
ste
sinal�e
propagado
ao
longo
da
cadeia
dos
ip-ops.

QQ

T

QQ

T

QQ

T
ck

q1
q2

q0

A
trav�es
do
diagram
a
de
tem
po
�e
f�acilconstatar
que
a
contagem
do
con-

tador
�e
progressiva
(up),
de
zero
at�e
um
valor
m
�axim
o.
N
ote
que
o
est�agio

seguinte
m
uda
de
estado
quando
o
est�agio
anterior
m
uda
do
n��vel
1
para
0.

ckq0q1q2

010
011

100
101

110
111

000
001

C
aso
quiserm
os
fazer
um
a
contagem
regressiva
(dow
n
),devem
os
inverter

o
estado
do
seguinte
ip-op
quando
o
est�agio
anterior
m
uda
do
n��vel0
para

1.
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QQ

T

QQ

T

QQ

T
ck

q1
q2

q0

O
bserve
atrav�es
do
diagram
a
de
tem
po
o
com
portam
ento
deste
contador

m
�odulo-8.

ckq0q1q2

111
110

101
100

011
010

001
000

V
ale
ainda
observar
que
o
per��odo
do
sinalde
sa��da
de
um
ip-op
�e
sem
-

pre
2
vezes
m
aior
em
rela�c~ao
ao
per��odo
do
sinalde
sa��da
do
est�agio
anterior.

P
ortanto,
estes
circuitos
s~ao
tam
b�em
m
uito
utilizados
com
o
d
ivisores
d
e

frequ
^en
cia.

P
odem
os
ainda
in
ib
ir
um
a
contagem
at�e
um
estado
pr�e-de�nido
e
m
anter

a
m
�aquina
neste
estado,
atrav�es
da
\desabilita�c~ao
do
sinal"
T
.
T
ais
conta-

dores
s~ao
conhecidos
contad
ores
au
to-in
ib
id
ores.
O
circuito
seguinte
�e
o

de
um
contador
progressivo
auto-inibidor
no
estado
011.

QQ

T

QQ

T

QQ

T

q1
q2

q0

A
A

A

A

ck

6
.7
.2

C
o
n
ta
d
o
res
S��n
cro
n
o
s
B
in
�a
rio
s

E
m
bora
o
contador
ripple
seja
o
contador
bin�ario
m
ais
sim
ples
(requer
o

m
enor
n�um
ero
de
portas
l�ogicas),
ele
�e
o
m
ais
lento
(o
�ultim
o
ip-op
de

um
a
cascata
de
n
ip-ops
s�o
recebe
o
sinal
de
rel�ogio
depois
de
n
t0 ,
se

considerarm
os
que
o
tem
po
de
propaga�c~ao
em
cada
ip-op
seja
t0 )
e
�e

m
uito
sens��vel
a
pulsos
esp�urios.
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O
s
contadores
bin�arios
s��ncronos,por
sua
vez,tem
todos
os
seus
ip-ops

conectados
a
um
m
esm
o
sinalde
rel�ogio,portanto
a
sa��da
�e
v�alida
logo
depois

de
um
atraso
tQ
que
corresponde
ao
atraso
de
propaga�c~ao
de
um
ip-op,

no
lugar
de
n
ip-ops.
O
controle
da
m
udan�ca
de
estado
�e
feito
atrav�es
do

sinalde
habilita�c~ao.

Q
uando
o
sinal
de
habilita�c~ao
se
propaga
serialm
ente
ao
longo
dos
ip-

ops,
dizem
os
que
ele
�e
serial.
N
esta
con�gura�c~ao,
cada
ip-op
s�o
inverte

o
seu
estado,
se
e
som
ente
se,
o
sinal
de
habilita�c~ao
�e
ativado
e
todos
os

ip-ops
que
o
antecedem
estiverem
com
o
valor
1.

QQ
T EN

QQ
T EN

QQ
T EN

A

A

q1
q2

q3

ck

QQ
T EN

A

q0

e

O
utro
esquem
a
de
realiza�c~ao
dos
contadores
s��ncronos
bin�arios
�e
o
p
ara-

lelo,no
qual
o
sinalde
habilita�c~ao
�e
ligado
diretam
ente
aos
pinos
de
habili-

ta�c~ao
de
cada
ip-op,elim
inando
o
atraso
que
pode
ocorrer
na
propaga�c~ao

deste
sinaldo
bit
m
enos
signi�cativo
para
o
m
ais
signi�cativo.

QQ
T EN

QQ
T EN

A

q1
q2

q3

ck

QQ
T EN

A

q0

e
A

QQ
T EN

�E
f�acil
ver
que
tam
b�em
pode
in
ib
ir
a
contagem
destes
contadores
em

qualquer
estado
utilizando
o
m
esm
o
esquem
a
apresentado
para
os
contadores

ripple.

6
.7
.3

C
o
n
ta
d
o
res
C
��clico
s

O
s
contadores
bin�arios
s~ao
conhecidos
tam
b�em
com
o
contadores
de
est�agio

m
��n
im
o,
por
requerem
o
m
enor
n�um
ero
de
ip-ops
para
representar
um

dado
conjunto
de
estados
num
m
esm
o
ciclo.
M
uitas
vezes,
por�em
,
�e
m
ais

econ^om
ico
im
plem
entar
um
contador
com
uso
de
registros
de
deslocam
ento,
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conectando
a
sa��da
do
�ultim
o
ip-op
com
a
entrada
do
prim
eiro
ip-op.

D
a��
o
nom
e
de
contad
ores
c��clicos.
E
xem
plos
destes
contadores
s~ao
os

contad
ores
em
an
el
e
contad
ores
d
e
Joh
n
son
.
E
stes
contadore
tem
a

grande
vantagem
de
possuirem
,
caso
for
necess�ario,
um
circuito
de
decodi�-

ca�c~ao
das
sa��das
extrem
am
ente
sim
ples.

C
ontad
ores
em
A
n
el

N
os
contadores
em
anel,
som
ete
um
ip-op
cont�em
o
valor
1
em
cada
ins-

tante.
E
ste
1
�e
deslocado
ciclicam
ente
entre
os
ip-ops.
P
ortanto,o
n�um
ero

de
estados
v�alidos
em
um
ciclo
�e
igualao
n�um
ero
de
ip-ops.

QQ

DC
LK

QQ

DC
LK

QQ

DC
LK

ck

q0
q1

q2

U
m
dos
problem
as
neste
circuito
�e
que
caso
o
sistem
a
entrar
num
estado

inv�alido
devido
a
ru��dos,
o
circuito
�car�a
gerando
inde�nidam
ente
sa��das

inv�alidas.
P
ara
evitar
isso,
pode-se
conectar
a
entrada
do
prim
eiro
ip-op

com
a
sa��da
da
porta
A
N
D
das
sa��das
negadas
de
todos
os
ip-ops
m
enos

o
�ultim
o,constituindo
assim
um
contador
au
to-corretor.

QQ

DC
LK

QQ

DC
LK

QQ

DC
LK

ck

A

q0
q1

q2

6
.7
.4

C
o
n
ta
d
o
res
J
o
h
n
so
n

U
m
contador
Johnson
pode
ser
obtido
a
partir
de
um
contador
em
anelsim
-

plesm
ente
trocando
a
conex~ao
de
realim
enta�c~ao,conectando
a
sa��da
negada

do
�ultim
o
ip-op
com
a
entrada
do
prim
eiro
ip-op.
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QQ

DC
LK

QQ

DC
LK

QQ

DC
LK

ck

q0
q1

q2

N
ote
que
um
contador
Johnson
com
m
ip-ops
cont�em
sem
pre
um
ciclo

com
2m
estados.
P
ara
evitar
que
o
sistem
a
projetado
para
operar
num
ciclo

ca��a
num
outro
ciclo,
pode-se
aplicar
a
m
esm
a
estrat�egia
apresentada
para

contadores
em
anel.

6.8

M
�aqu
in
as
(B
in
�arias
S
equ
en
ciais)
L
in
ea-

res

E
stas
m
�aquinas
s~ao
caracterizadas
por
poderem
ser
descritas
atrav�es
de
um
a

fu
n
�c~ao
d
e
tran
sfer^en
cia.
A
s
m
�aquinas
sequenciais
lineares
s~ao
am
pla-

m
ente
utilizados
nas
aplica�c~oes
fundam
entadas
em
T
eoria
de
C
orpos
F
ini-

tos
ou
C
orpo
de
G
alois
(G
F
),
desenvolvida
pelo
m
atem
�atico
franc^es
�Evaris-

te
G
alois
(ver
o
site
http://www-
history.mcs.st-
and.ac.uk/~history/

Mathematicians/Galois.html).
com
o:

1.
im
plem
enta�c~ao
de
circuitos
de
em
baralhador
e
desem
baralhador,
para

facilitar
o
sincronism
o,

2.
geradores
pseudo-aleat�orio,e

3.
im
plem
enta�c~ao
de
codi�cador
e
decodi�cador
de
c�odigos
corretores
de

erro.

V
erem
os
que
o
esquem
a
b�asico
dos
circuitos
destas
m
�aquinas
cont�em
tr^es

elem
entos:

1.
som
ador
m
od
2,

2.
conex~oes,
e

3.
atrasador
unit�ario
(ip-op
D
).
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N
ote
que
a
som
a
m
�odulo
2
pode
ser
im
plem
entada
com
uso
de
portas

l�ogicas
X
O
R
,pois

0
�
0
=

0

0
�
1
=

1

1
�
1
=

0

P
ara
estudar
m
�aquinas
lineares
�e
conveniente
representar
um
a
sequ^encia

de
entrada
ou
sa��da

c
0 ;c
1 ;c
2 ;���

com
o
um
a
s�erie
de
pot^encia

c(D
)
=
c
0
+
c
1 D
+
c
2 D
2
+
���;

tam
b�em
conhecida
com
o
tran
sform
ad
a
d
a
sequ
^en
cia.

A
o
m
ultiplicarm
o
um
a
transform
ada
x(D
)
=
x
0
+
x
1 D
+
x
2 D
2
+
���por

D
,obterem
os

D
x(D
)
=
x
0 D
+
x
1 D
2
+
x
2 D
3
+
���

que
corresponde
�a
sequ^encia
x(D
)
deslocada
de
um
atraso
no
tem
po.
E
m

term
os
de
circuito,
equivale
a
passar
a
sequ^encia
por
um
ip-op
D
,
desde

que
o
estado
inicialdo
ip-op
seja
0.

x(D
)

D
x(D

)
D

C
om
parando
com
a
m
ultiplica�c~ao
de
um
polin^om
io
p(X
)
por
X
,no
qual

todos
os
coe�cientes
p
i
s~ao
avan�cados
de
um
a
posi�c~ao,
tem
os
neste
caso

todos
os
coe�cientes
atrasados
de
um
a
posi�c~ao.
P
odem
os
dizer,
portanto,

que
D
=
X
�

1
em
term
os
de
\opera�c~oes
entre
polin^om
ios".

Se
adicionarm
os
D
a(D
)
com
x(D
)
em
m
�odulo
2,terem
os

y(D
)
=
(1
+
D
)x(D
)
=
x
0
+
(x
0
+
x
1 )D
+
(x
1
+
x
2 )D
2
+
(x
2
+
x
3 )D
3
+
���

D
izem
os
que
a(D
)
�e
m
ultiplicado
por
(1+
D
).
E
sta
express~ao
pode
ser

realizado
por
seguinte
circuito
sob
a
condi�c~ao
de
que
o
estado
inicial
do

ip-op
seja
0.

D

���x
2 x
1 x
0

���(x
1
+
x
2 )(x
0
+
x
1 )x
0
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�A
express~ao
(1+
D
)
cham
am
os
de
fu
n
�c~ao
d
e
tran
sfer^en
cia
do
circuito.

Seja
agorab(D

)
=
b
0
+
b
1 D
+
b
2 D
2
+
���+
b
r
�

1 D
r
�

1
+
b
r D
r

a
fun�c~ao
de
transfer^encia,
que
aplicada
sobre
a
transform
ada
da
sequ^encia

de
entrada
resulta
em

y(D
)
=
b(D
)x(D
)
=

b
0 x
0
+
(b
1 x
0
+
b
0 x
1 )D
+

+
(b
2 x
0
+
b
1 x
1
+
b
0 x
2 )D
2
+
���+

+
(b
r x
i
�

r
+
���+
b
1 x
i
�

1
+
b
0 x
i )D
i+
���;

que
�e
realiz�avelatrav�es
do
seguinte
circuito,se
assum
irm
os
que
o
estado

inicialdos
ip-ops
seja
nulo

+
+

+
+

b
0

b
1

b
2

b
3

b
r

u
0

u
1

u
2

u
r
�

1

���x
i ���x
1 x
0

���y
3 y
2 y
1 y
0

O
bserve
que
inicialm
ente
tem
os
na
sa��da
exatam
ente
b
0 x
0 .
N
o
prim
eiro

pulso
do
rel�ogio,o
coe�ciente
x
0
�e
deslocado
para
u
0
e
tem
os
na
sa��da
b
1 x
0 +

b
0 x
1 .
N
o
segundo
pulso,
x
1
�e
deslocado
para
u
0
e
x
0
para
u
1 .
P
ortanto,

tem
os
na
sa��da
b
2 x
0
+
b
1 x
1
+
b
0 x
2 .
E
assim
sucessivam
ente
at�e
x
0
chegar
no

u
r
�

1 .
A
partir
da��
a
sa��da
ser�a
b
r x
i
�

r
+
���+
b
1 x
i
�

1
+
b
0 x
i
para
todos
x
i
na

entrada.

E
xem
p
lo
6.1
D
ada
um
a
sequ^encia
de
entrada
11010111001
���e
um
a
fun�c~ao

de
transfer^encia
b(D
)
=
1
+
D
+
D
2+
D
3+
D
6,
qual�e
a
sequ^encia
de
sa��da?

A
transform
ada
da
sequ^encia
de
entrada
�e

x(D
)
=
1
+
D
+
D
3
+
D
5
+
D
6
+
D
7
+
D
10
+
���

que
m
ultiplicada
pela
fun�c~ao
de
transfer^encia
b(D
)
resulta-se
em

y(D
)
=
b(D
)x(D
)
=
1
+
D
3
+
D
8
+
D
9
+
���

E
sta
�e
a
tansform
ada
da
sequ^encia
1001000011
���.

U
m
circuito
que
realiza
a
fun�c~ao
de
transfer^encia
deste
exem
plo
�e
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+
+

+
+

+

Se
dividirm
os
x(D
)
por
(1+
D
)
obterem
os

y(D
)
=
x(D
)

D
+
1
=
x
0
+
(x
0
+
x
1 )D
+
(x
0
+
x
1
+
x
2 )D
2
+
���

que
pode
ser
realizado
pelo
seguinte
circuito,considerando
que
o
estado
ini-

cialdo
ip-op
seja
0.

D

x(D
)

y(D
)
=
x
(D
)

1+
D

1
1+
D

�e
um
a
fu
n
�c~ao
d
e
tran
sfer^en
cia
do
circuito,cuja
entrada
�e
x(D
)
e

a
sa��da
y(D
).

C
onsiderem
os
um
a
express~ao
m
ais
gen�erica

1
a(D
)
=

1

a
0
+
a
1 D
+
a
2 D
2
+
���+
a
r
�

1 D
r
�

1
+
a
r D
r :

E
sta
fun�c~ao
de
transfer^encia
pode
ser
im
plem
entada
com
uso
do
seguinte

circuito
com
r
atrasos,assum
indo
que
o
estado
inicialdos
ip-ops
seja
nulo.

+
+

+
+ a

r

a
r
�

1

a
r
�

2

a
1

a
0

u
0

u
1

u
2

u
r
�

1

���x
3 x
2 x
1 x
0

���y
3 y
2 y
1 y
0

N
ote
que,enquanto
x
0
n~ao
chegar
na
unidade
u
r
�

1 ,a
sa��da
�e
0.
P
odem
os

considerar
os
r
zeros
com
o
r
atrasos
na
\resposta
do
circuito".
A
partir
da��,

tem
os
prim
eiro
na
sa��da
a
0
e
o
seguinte
estado
para
as
duas
entradas
do
X
O
R

que
antecede
cada
ip-op:

u
0

u
1

u
2

���
u
r
�

1

E
ntrada
1

x
r

x
r
�

1

x
r
�

2

���

x
1

E
ntrada
2

a
r a
0

a
r
�

1 a
0

a
r
�

2 a
0

���
a
1 a
0
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N
ote
que
na
entrada
2
das
portas
X
O
R
tem
os
os
coe�cientes
do
polin^om
io-

divisor
m
ultiplicado
pelo
a
0 .
A
ssim
quando
ocorrer
um
pulso
de
rel�ogio
os

ip-ops
passar~ao
para
o
seguinte
estado

u
0

u
1

u
2

���

u
r
�

1

x
r
�
a
r a
0

x
r
�

1
�
a
r
�

1 a
0

x
r
�

2
�
a
r
�

2 a
0

���
x
1
�
a
1 a
0

T
erem
os
a
seguinte
con�gura�c~ao
nas
entradas
das
portas
X
O
R
antes
do

segundo
pulso
de
rel�ogio:

u
0

u
1

u
2

���

u
r
�

1

E
ntrada
1

x
r+
1

x
r
�
a
r a
0

x
r
�

1
�
a
r
�

1 a
0

���
x
1
�
a
1 a
0

E
ntrada
2

a
r a
1

a
r
�

1 a
1

a
r
�

2 a
1

���

a
1 a
1

O
bserve
que
em
bora
pare�cam
com
plexas
as
express~oes,
elas
s�o
podem

assum
ir
um
dos
dois
valores
l�ogicos:
0
e
1.
O
circuito
pode
ser
interpre-

tado
com
o
um
divisor.
A
sa��da
�e
o
quociente
da
divis~ao
e
o
conte�udo
dos

ip-ops
�e,
de
fato,
o
resultado
parcial
da
subtra�c~ao
entre
o
dividendo
e
o

divisor
m
ultiplicado
por
um
term
o
do
polin^om
io-quociente.
E
m
cada
pulso

de
rel�ogio,este
resultado
parcial�e
\deslocado"
e
um
novo
term
o
do
dividendo

�e
agregado,com
o
ocorre
na
execu�c~ao
de
um
a
divis~ao,passo
a
passo.

E
xem
p
lo
6.2
D
ada
um
a
sequ^encia
de
entrada
11010111001
���e
um
a
fun�c~ao

a(D
)
=
1
+
D
+
D
3,
qual�e
a
sequ^encia
de
sa��da
considerando
que
a
fun�c~ao

de
transfer^encia
seja

1
a(D
) ?

A
transform
ada
da
sequ^encia
de
entrada
�e

x(D
)
=
1
+
D
+
D
3
+
D
5
+
D
6
+
D
7
+
D
10
+
���

que
dividida
pela
fun�c~ao
de
transfer^encia
a(D
)
resulta-se
em

y(D
)
=
x(D
)

a(D
)
=
1
+
D
5
+
D
7
+
���

E
sta
�e
a
tansform
ada
da
sequ^encia
10000101
���.

U
m
circuito
que
realiza
esta
fun�c~ao
de
transfer^encia
�e

y

x
+

+
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F
inalm
ente,considerem
os
um
a
m
�aquina
(bin�aria)
linear
descrita
atrav�es

de
um
a
express~ao
na
form
a

YX
=
1
+
b
k
�

1 D
+
b
k
�

2 D
2
+
���+
b
0 D
k

1
+
a
k
�

1 D
+
a
k
�

2 D
2
+
���+
a
0 D
k ;

(6.1)

onde
X
e
Y
s~ao,
respectivam
ente,
as
sequ^encias
de
entrada
e
de
sa��da.
�E

f�acil
ver
que
as
fun�c~oes
de
transfer^encia
b(D
)
e

1
a(D
)
s~ao
casos
particulares

desta
expsress~ao.

P
odem
os
utilizar
um
a
das
tr^es
seguintes
t�ecnicas
para
im
plem
entar
a

eq.(6.1).
E
stas
t�ecnicas
diferem
basicam
ente
na
form
a
com
o
m
anipulam
os
a

express~ao:

�
por
realiza�c~ao
direta,

�
por
realiza�c~ao
em
cadeia,e

�
por
realiza�c~ao
com
registros
de
deslocam
ento.

N
a
realiza�c~ao
direta,
a
entrada
X
�e
levada
diretam
ente
�as
portas
X
O
R

com
base
no
fato
de
que,
ap�os
algum
as
m
anipula�c~oes
alg�ebricas,
podem
os

reescrever
a
eq.(6.1)
em

Y
=
X
+
D
(b
k
�

1 X
+
a
k
�

1 Y
+
D
(b
k
�

2 X
+
a
k
�

2 Y
+
���+
D
(b
0 X
+
a
0 Y
)���))

Supondo
que
as
portas
l�ogicas
X
O
R
(som
adores
bin�arios)
tenham
3
en-

tradas,o
circuito
segue
o
seguinte
esquem
a

X

+
+

+
+

Y

a0 b0
b1a1

D
D

D

k-1
bk-1
a

U
m
outro
rearranjo
da
eq.(6.1)
nos
leva
�a
express~ao

Y
+
X
=
D
((b
k
�

1 X
+
a
k
�

1 Y
)+
D
((b
k
�

2 X
+
a
k
�

2 Y
)+
���+
D
((b
0 X
+
a
0 Y
))���));

que,dependendo
dos
valores
a
j
e
b
j ,podem
os
conectar
um
a
entrada
da
porta

X
O
R
com
a
linha
X
(a
j
=
0
e
b
j
=
1),
o
ponto
Y
(a
j
=
1
e
b
j
=
0)
ou
o

ponto
X
+
Y
(a
j
=
1
e
b
j
=
1)
do
esquem
a
abaixo
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+

X

+
+

+
D

D
D

X+Y

X+Y+X = Y

A
este
esquem
a
de
im
plem
enta�c~ao
denom
inam
os
realiza�c~ao
em
cad
eia.

N
ote
que
neste
esquem
a
s�o
portas
X
O
R
com
duas
entradas
s~ao
utilizadas
na

im
plem
enta�c~ao.

U
m
a
terceira
form
a
de
rearranjar
a
eq.(6.1)
�e

Y
=
(1+
b
k
�

1 D
+
b
k
�

2 D
2+
���+
b
0 D
k)X
+
(1+
a
k
�

1 D
+
a
k
�

2 D
2+
���+
a
0 D
k)Y
:

P
ara
esta
express~ao
podem
os
utilizar
dois
registros
de
deslocam
ento
na

im
plem
enta�c~ao:
um
para
o
polin^om
io
do
num
erador
e
o
outro
para
o
po-

lin^om
io
do
denom
inador
da
fun�c~ao
de
transfer^encia,
um
a
vez
que
a
porta

X
O
R
n~ao
aparece
entre
os
ip-ops
de
um
m
esm
o
registro,
m
as
apenas
na

realim
enta�c~ao
e
entre
os
dois
registros.

+
+ +

+

D
D

D
X

bk-1
b1

+

D
D

D

bk-1
b1

+

Y

b0

6
.8
.1

E
m
b
a
ra
lh
a
d
o
res
e
D
esem
b
a
ra
lh
a
d
o
res

E
m
b
aralh
am
ento
(scram
bling)refere
�a
t�ecnica
de
elim
inarlongassequ^encias

de
zeros
ou
uns,
tornando-as
em
sequ^encias
com
ocorr^encias
m
as
aleat�orias

de
zeros
e
uns.
E
sta
t�ecnica
�e
m
uito
utilizada
na
C
om
unica�c~ao
D
igital
na

qualsequ^encias
longas
de
zeros
e
uns
podem
causar,entre
outros
problem
as,

a
perda
de
sincronism
o
do
sistem
a.
U
m
circuito
capaz
de
em
baralham
ento
�e

conhecido
com
o
circu
ito
em
b
aralh
ad
or.

C
om
uso
do
C
�alculo
P
robabil��stico
(propriedade
de
autocorrela�c~ao)
pode-

se
m
ostrar
que
um
a
fun�c~ao
de
transfer^encia
da
form
a
YX

=

1
P
(D
)
�e
capaz
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de
em
baralhar
qualquer
sequ^encia
de
entrada
X
,
desde
que
ela
n~ao
seja

um
a
sequ^encia
inteiram
ente
de
1s
ou
de
0s.
P
ortanto,
pode-se
realizar
um

em
baralhador
com
o
um
a
m
�aquina
linear.

E
xem
p
lo
6.3
C
onsidere
o
seguinte
circuito
que
a
sequ^encia
de
entrada
seja

1000001101
���.
D
eterm
ine
a
sequ^encia
de
sa��da
Y
.

y

x
+

+

u
v

w

z

A
fun�c~ao
de
transfer^encia
do
circuito
�e

YX
=

1

1
+
0:D
+
1:D
2
+
1:D
3
=

1

1
+
D
2
+
D
3

C
onsiderando
que
o
estado
inicialdos
ip-ops
seja
0,
ent~ao
o
conte�udo

dos
ip-ops
para
diferentes
instantes
n
�e:

n

y

u

v
w

0

1

0

0

0

1

0

1

0

0

2

1

0

1

0

3

1

1

0

1

4

1

1

1

0

5

0

1

1

1

6

1

0

1

1

7

0

1

0

1

8

1

0

1

0

9

0

1

0

1

O
u
seja,
gera-se
a
sequ^encia
de
sa��da
Y
=
01011101010
���

O
bserve
ainda
que
o
circuito
dado
�e,
em
term
os
da
sequ^encia
de
sa��da,

equivalente
ao
circuito

+
x

+
y
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A
cada
circuito
em
baralhador,de
entrada
X
e
sa��da
Y
,existe
um
circu
ito

d
esem
b
aralh
ad
or,
de
entrada
Y
e
sa��da
Z
,para
recuperar
o
sinaloriginal.

E
ste
circuito
deve
ter
um
a
fun�c~ao
de
transfer^encia
talque

YX
ZY

=
D
j;

ou
seja,

ZY
=
D
j XY
:

P
articularm
ente,
se
o
sinal
recuperado
Z
n~ao
for
deslocado
em
rela�c~ao
ao

sinaloriginalX
,
ent~ao

ZY
=
XY

:

E
xem
p
lo
6.4
U
m
circuito
cuja
fun�c~ao
de
transfer^encia
�e

ZY
=
1
+
D
2
+
D
3:

pode
ser
o
desem
baralhador
do
circuito
do
exem
plo
6.3.
O
diagram
a
l�ogico

deste
circuito
�e

+
Z

Y

+

u
v

w

Se
inserirm
os
a
sequ^encia
Y
=
10111010100
���com
os
ip-ops
inicial-

m
ente
em
0,
terem
os
a
seguinte
sequ^encia
de
sa��da
z
n :

n

y

u

v
w

z

1

1

0

0

0

1

2

0

1

0

0

0

3

1

0

1

0

0

4

1

1

0

1

0

5

1

1

1

0

0

6

0

1

1

1

0

7

1

0

1

1

1

8

0

1

0

1

1

9

1

0

1

0

0

que
�e
exatam
ente
igual�a
sequ^encia
original
X
=
100000110
���.
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6
.8
.2

G
era
d
o
res
P
seu
d
o
-a
lea
t�o
rio
s

H
�a
um
teorem
a
que
garante
que
as
solu�c~oes
n~ao-nulas
de
y
i+
j
de
um
a
equa�c~ao

de
recorr^encia
que
relaciona
o
estado
corrente
y
i+
k
com
os
k
estados
anteriores

y
i+
j ,

k
Xj=

0 p
j y
i+
j
=
0
ou
y
i+
k
=
�

k
�

1
Xj=

0
p
j y
i+
j

(6.2)

s~ao
c��clicas.
O
ciclo
cont�em
k
estados,
onde
k
�e
o
m
enor
inteiro
positivo
que

p(x)
=
P
kj=

0
p
j x
j
divide
x
k
�
1.
A
equa�c~ao
de
recorr^encia
pode
ser
realizada

atrav�es
do
seguinte
circuito:

+
+

+
+

+
+

.....

.....

p
0

p
1

p
2

p
3

p
k
�

2

p
k
�

1

Q
uando
p(x)
�e
um
p
olin
^om
io
p
rim
itivo
de
grau
m
,
o
m
enor
inteiro

n
para
o
qual
ele
divide
x
n
�
1
�e
n
=
2
m

�
1
(se�c~ao
A
.3).
D
a��
conclui-

se
que
se
a
fu
n
�c~ao
d
e
recorr^en
cia
�e
um
polin^om
io
prim
itivo
de
grau
m
,

ent~ao
o
circuito
cont�em
um
ciclo
com
2
n
�
1
estados.
O
estado
faltante
�e
o

(all-0
state).
T
al
circuito
�e
tam
b�em
conhecido
com
o
gerad
or
d
e
p
seu
d
o-

aleat�orios
ou
m
�aqu
in
a
d
e
sequ
^en
cia
m
�axim
a.

P
ara
facilitar
a
s��ntese
destes
circuitos,
podem
os
utilizar
a
nota�c~ao
de

transform
ada

Y
:P
(D
)
=
0:

E
xem
p
lo
6.5
C
onsidere
um
gerador
pseudo-aleat�orio
constru��do
com
a
fun�c~ao

de
recorr^encia
P
(D
)
=
1
+
D
+
D
3
(polin^om
io
prim
itivo
de
grau
3
no
corpo

G
F
(2))

u
v

w

+
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O
s
ip-ops
passam
pelos
seguintes
estados
ciclicam
ente:

n

u

v
w

0

0

0

1

1

0

1

0

2

1

0

1

3

0

1

1

4

1

1

1

5

1

1

0

6

1

0

0

N
o
E
xem
plo
A
.16
m
ostra-se
um
a
t�ecnica
alg�ebrica
para
determ
inar
esta

sequ^encia
c��clica.

N
ote-se
ainda
que
um
gerador
constru��do
com
a
fu
n
�c~ao
rec��p
roca
de

P
(D
),
P
�(D
)
=
D
3P
(D
�

1),cont�em
tam
b�em
(um
a
outra)
m
�axim
a
sequ^encia,

excluindo
o
all-0
state.
E
ste
resultado
�e
esperado,
um
a
vez
que
o
rec��proco

de
um
polin^om
io
prim
itivo
�e
tam
b�em
prim
itivo
(se�c~ao
A
.3).

u
v

w

+

T
abelas
de
polin^om
ios
prim
itivos
podem
ser
encontradas
em
v�arias
pu-

blica�c~oes
(ver
por
exem
plo
o
site
http://ks.fernuni-
hagen.de/~rieke/

primitiv/welcome.html.en).
A
qui,
s�o
por
curiosidade,listam
os
para
cada

valor
de
n,
de
1
a
32,um
polin^om
io
prim
itivo.
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n

p(x)

1,2,3,4,6,7,15,22

1
+
x
+
x
n

5,11,21,29

1
+
x
2
+
x
n

10,17,20,25,28,31

1
+
x
3
+
x
n

9

1
+
x
4
+
x
n

23

1
+
x
5
+
x
n

18

1
+
x
7
+
x
n

8

1
+
x
2
+
x
3
+
x
4
+
x
n

12

1
+
x
+
x
4
+
x
6
+
x
n

13

1
+
x
+
x
3
+
x
4
+
x
n

14,16

1
+
x
3
+
x
4
+
x
5
+
x
n

19,27

1
+
x
+
x
2
+
x
5
+
x
n

24

1
+
x
+
x
2
+
x
7
+
x
n

26

1
+
x
+
x
2
+
x
6
+
x
n

30

1
+
x
+
x
2
+
x
23
+
x
n

32

1
+
x
+
x
2
+
x
22
+
x
n

U
m
a
aplica�c~ao
bastante
difundida
dos
geradores
pseudo-aleat�orios
�e
a

gera�c~ao
de
padr~oes
de
teste
para
circuitos
l�ogicos.



A
p
^en
d
ice
A

E
stru
tu
ra
s
A
lg
�eb
rica
s

E
ste
ap^endice
tem
com
o
objetivo
introduzir
alguns
conceitos
elem
entares

de
estruturas
alg�ebricas
que
d~ao
um
subs��dio
m
elhor
para
com
preender
as

m
�aquinas
lineares.
O
portunam
ente,
voc^es
ver~ao
que
m
uitas
estruturas
alg�e-

bricas
s~ao
fundam
entais
em
C
om
unica�c~oes
D
igitais
e
T
eoria
de
C
�odigos.

A
palavra
�algebra
�e
de
origem
�arabe
(\al-jabr"),
que
signi�ca
\reuni�-

ca�c~ao".
E
la
�e
largam
ente
utilizada
em
M
atem
�atica
para
referenciar
assuntos

que
tratam
da
m
anipula�c~ao
e
da
an�alise
dos
conjuntos
discretos
de
objetos.

U
m
con
ju
nto
�e
um
a
cole�c~ao
arbitr�aria
de
objetos,ou
elem
entos.
U
m
con-

junto
pode
ser
�nito
(p.
ex.,o
conjunto
de
disciplinas
do
curso
da
E
ngenharia

E
l�etrica),in�nito
m
as
cont�avel(p.
ex.,o
conjunto
de
n�um
eros
naturais)
e
in-

�nito
e
n~ao-cont�avel(p.
ex.,o
cojunto
de
n�um
eros
reais).
A
card
in
alid
ad
e

de
um
conjunto
�e
o
n�um
ero
de
elem
entos
contidos
num
conjunto.

A
.1

G
ru
p
os

U
m
a
estrutura
alg�ebrica
relativam
ente
sim
ples,
com
um
conjunto
n~ao-vazio

G
m
unido
de
apenas
um
a
opera�c~ao
bin�aria
%
,isto
�e,a
cada
par
de
elem
entos

x
;y
2
G
est�a
associado
um
elem
ento
x%
y
2
G
,�e
o
gru
p
o,para
o
qualvalem

os
seguintes
axiom
as:

1.
A
ssociatividade:
8
x
;y;z
2
G
;(x%
y)%
z
=
x%
(y%
z);

2.
E
xist^encia
de
um
elem
ento
identidade:
9
e
2
G
,
tal
que
x%
e
=
e%
x
=

x
;8
x
2
G
;
e

27
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3.
E
xist^encia
de
um
elem
ento
inverso:
9
�
x
2
G
tal
que
x%
(�
x)
=

(�
x)%
x
=
e;8
x
2
G
.

D
iz-se
que
o
grupo
G
�e
com
u
tativo
(ou
ab
elian
o,
se
ele
goza
adicio-

nalm
ente
a
seguinte
propriedade:

4.
C
om
utatividade:
x%
y
=
y%
x
;8
x
;y
2
G
.

E
xem
p
lo
A
.1
O
conjunto
de
inteiros
form
a
um
grupo
(com
utativo)
in�nito

sob
a
opera�c~ao
de
adi�c~ao
(de
inteiros),
m
as
n~ao
sob
a
opera�c~ao
de
m
ultipli-

ca�c~ao
(de�nida
no
sentido
cl�assico),
pois
o
inverso
de
cada
n�um
ero
n~ao
se

encontra
neste
conjunto.

E
xem
p
lo
A
.2
O
conjunto
de
m
atrizes
n
�
n
cujos
elem
entos
pertencem
ao

conjunto
de
n�um
eros
reais
form
am
um
grupo
com
utativo
(in�nito)
sob
adi�c~ao

(de
m
atrizes),
m
as
n~ao
sob
m
ultiplica�c~ao,
pois
sabem
os
que
a
m
ultiplica�c~ao

de
duas
m
atrizes
n~ao
�e
com
utativa.

H
�a
um
teorem
a
que
a�rm
a
que
os
elem
entos
do
conjunto
S
m

=
f0;1;2;3;���;m
�

1g
form
am
um
grupo
com
utativo
de
ordem
m
sob
adi�c~ao
m
�odulo
m
para
qual-

quer
inteiro
positivo
m
(de�ne-se
com
o
adi�c~ao
m
�odulo
n
(ou
m
od
n)
de
dois

n�um
eros
o
resto
da
divis~ao
m
�odulo
n
da
som
a
usualdestes
dois
n�um
eros).
O

elem
ento-identidade
deste
grupo
�e
0
e
o
inverso
de
cada
elem
ento
x
�e
(m
�
x).

E
xem
p
lo
A
.3
O
conjunto
S
2
=
f0;1g
�e
um
grupo
com
utativo
sob
adi�c~ao

m
�odulo
2
cujo
elem
ento
identidade
�e
0.
O
inverso
de
0
e
1
s~ao,
respectiva-

m
ente,
0
e
1.

�E
poss��velainda
m
ostrar
que
para
qualquer
inteiro
prim
o
p,os
elem
entos

do
conjunto
Z
p
=
f1;2;3;���;p
�
1g
constituem
um
grupo
com
utativo
�nito

(m
ais
exatam
ente,
de
ordem
fp
�
1g)
sob
m
ultiplica�c~ao
m
�odulo
n
(de�ne-se

com
o
m
ultiplica�c~ao
m
�odulo
n
de
dois
n�um
eros
o
resto
da
divis~ao
m
�odulo
n

do
produto
usual
destes
dois
n�um
eros).
N
ote-se
que
se
p
n~ao
for
um
inteiro

prim
o,
ent~ao
existe
um
m
;n
2
Z
p ,
tal
que
1
<
m
;n
<
p
e
m
n
�
0
m
od
p,

que
n~ao
pertence
a
Z
p .
O
elem
ento-identidade
do
grupo
�e
1.

E
xem
p
lo
A
.4
O
conjnto
Z
3
=
f1;2g
�e
um
grupo
com
utativo
sob
m
ultipli-

ca�c~ao
m
�odulo
3,
cujo
elem
ento-identidade
�e
1.
O
inverso
de
1
�e
1
(pois

1:1
�
1)
e
o
de
2
�e
2
(pois
2:2
�
1).
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U
m
a
transform
a�c~ao
f
de
um
grupo
G
num
grupo
G
0�e
cham
ado
h
om
o-

m
or�
sm
o,
se
f(x
y)
=
f(x)f(y);8
x
;y
2
G
.
N
este
caso,
G
�e
o
n�ucleo
de
f
e

f(G
)
2
G
0�e
a
im
agem
da
aplica�c~ao
f.

E
xem
p
lo
A
.5
Seja
G
o
grupo
de
n�um
eros
reais
sob
adi�c~ao
e
seja
G
0o
grupo

dos
n�um
eros
reais
positivos
sob
m
ultiplica�c~ao.
A
transform
a�c~ao
f
:G
!
G
0

de�nida
por
f(x)
=
2
x
�e
um
hom
om
or�sm
o,
porque

f(x
+
y)
=
2
x
+
y
=
2
x2
y
=
f(x)f(y):

E
xem
p
lo
A
.6
Seja
G
o
grupo
de
n�um
eros
com
plexos
n~ao-nulos
sob
m
ulti-

plicac~ao
e
seja
G
0
o
grupo
dos
n�um
eros
reais
n~ao-nulos
sob
m
ultiplica�c~ao.

A
transform
a�c~ao
f
:
G
!
G
0
de�nida
por
f(z)
=
j
z
j
�e
um
hom
om
or�sm
o,

porque

f(z
1 z
2 )
=
j
z
1 z
2
j=
j
z
1
jj
z
2
j=
f(z
1 )f(z
2 ):

A
.2

A
n
�eis
e
C
orp
os

Seja
A
um
conjunto
n~ao-vazio
com
duas
opera�c~oes
bin�arias,
um
a
opera�c~ao

de
adi�c~ao
(denotada
por
+
)
e
um
a
opera�c~ao
m
ultiplica�c~ao
(denotada
por
�).

E
nt~ao,
A
�e
cham
ado
an
el
se
A
�e
um
grupo
abeliano
sob
adi�c~ao,
isto
�e,
s~ao

veri�cadas
as
seguintes
propriedades

1.
A
ssociatividade
da
som
a:
(x
+
y)+
z
=
x
+
(y
+
z);8
x
;y;z
2
A
;

2.
E
xist^encia
do
elem
ento
neutro:
90
2
A
talque
x
+
0
=
0
+
x
=
x
;8
x
2

A
;

3.
E
xist^encia
de
inverso
aditivo:
9
�
x
2
A
talque
x
+
(�
x)
=
(�
x)+
x
=

0;8
x
2
A
;

4.
C
om
utatividade
da
som
a:
x
+
y
=
y
+
x
;8
x
;y
2
A
;

e
satisfaz
ainda
os
seguintes
axiom
as:

1.
A
ssociatividade
do
produto:
(x
:y):z
=
x
:(y:z);8
x
;y;z
2
A
;

2.
D
istributividade
do
produto
em
rela�c~ao
�a
som
a:
x
:(y
+
z)
=
x
:y
+
x
:z

e
(x
+
y):z
=
x
:z
+
y:z,8
x
;y;z
2
calA
;
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U
m
anel
A
�e
com
utativo,
se
ele
satisfaz
ainda
a
propriedade:
8
x
;y
2

A
;x
:y
=
y:x.

A
�e
cham
ado
an
el
com
elem
ento-id
entid
ad
e,
se
existe
um
elem
ento

n~ao-nulo
1
2
A
talque
8
x
2
A
;x
:1
=
1:x
=
x.

U
m
a
anel
com
utativo
com
elem
ento-identidade
A
�e
cham
ado
d
om
��n
io

d
e
integrid
ad
e,se
A
n~ao
tem
d
ivisores
d
e
zero,isto
�e,se
x
y
=
0
)
x
=

0ou
y
=
0.

E
xem
p
lo
A
.7
O
conjunto
dos
n�um
eros
inteiros
�e
um
dom
��nio
de
integrida-

de
(anelde
inteiros)
com
elem
ento-identidade
em
rela�c~ao
�as
opera�c~oes
usuais

de
adi�c~ao
e
m
ultiplica�c~ao.

E
xem
p
lo
A
.8
U
m
grupo
com
utativo
(dos
inteiros)
sob
adi�c~ao
m
�odulo
p
�e

um
anelde
inteiros
m
�odulo
p.

U
m
anel
com
utativo
com
elem
ento-identidade
A
�e
cham
ado
corp
o
(ou

em
ingl^es,�eld
)
se
8
x(n~ao-nulo)
2
A
tem
inverso
m
ultiplicativo,isto
�e,existe

um
elem
ento
x
�

1
2
A
,
talque
aa
�

1
=
a
�

1a
=
1.

N
ote-se
que
um
corpo
�e,
necessariam
ente,
um
dom
��nio
de
integridade,

pois,se
x
y
=
0
e
x
6=
0,ent~ao
y
=
1:y
=
x
�

1:x
:y
=
x
�

1:0
=
0.

E
xem
p
lo
A
.9
O
conjunto
de
n�um
eros
racionais,de
n�um
eros
reais
e
n�um
eros

com
plexos
s~ao
corpos
em
rela�c~ao
�as
opera�c~oes
usuais
de
adi�c~ao
e
m
ultipli-

ca�c~ao.
C
orp
os
d
e
ord
em
(card
in
alid
ad
e)
�
n
ita
foram
descobertos
pelo
m
a-

tem
�atico
franc^es
E
variste
G
alois
e
s~ao
denom
inados
C
orp
os
d
e
G
alois.
U
m

corpo
de
G
alois
de
ordem
q
�e
usualm
ente
denotado
por
G
F
(q).

E
xem
p
lo
A
.10
O
s
elem
entos
do
conjunto
bin�ario
f0;1g
form
am
um
corpo

G
F
(2)
as
opera�c~oes
l�ogicas
A
N
D
(�)
e
X
O
R
(+
),
pois
com
o
estas
opera�c~oes

correspondem
,
respectivam
ente,
�as
opera�c~oes
de
adi�c~ao
e
de
m
ultiplica�c~ao

m
�odulo
2,
elas
satisfazem
todos
os
axiom
as
im
postos
para
um
corpo.
P
or-

tanto,
f0;1g
sob
as
duas
opera�c~oes
l�ogicas
form
a
um
corpo.

E
xem
p
lo
A
.11
O
s
elem
entos
do
conjunto
Z
q
=
f0;1;2;3;���;p
�
1g,
onde

p
�e
prim
o,
form
am
um
corpo
G
F
(q)
sob
adi�c~ao
e
m
ultiplica�c~ao
m
�odulo
p.

P
elo
que
j�a
vim
os,
estes
elem
entos
form
am
um
grupo
com
utativo
sob
adi�c~ao

m
�odulo
p
e
o
seu
subconjunto
f1;2;3;���;p
�
1g
form
a
um
grupo
com
utativo

sob
m
ultiplica�c~ao
m
�odulo
p.
E
com
o
adi�c~ao
e
m
ultiplica�c~ao
m
�odulo
p
s~ao

distributivas
na
aritm
�etica
usual,
segue-se
que
Z
q
�e
um
corpo.
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D
e�ne-se
com
o
ord
em
d
e
u
m
elem
ento
�
no
corpo
G
F
(q)
o
m
enor

inteiro
positivo
m
(m
6=
0)
talque
�
m

=
1.

E
xem
p
lo
A
.12
Seja
um
corpo
G
F
(7)
form
ado
pelos
elem
entos
f0;1;2;3;4;5;6g

sob
opera�c~oes
de
adi�c~ao
e
m
ultiplica�c~ao
m
�odulo
7,
ou
seja

+

0

1

2

3

4

5

6

0

0

1

2

3

4

5

6

1

1

2

3

4

5

6

0

2

2

3

4

5

6

0

1

3

3

4

5

6

0

1

2

4

4

5

6

0

1

2

3

5

5

6

0

1

2

3

4

6

6

0

1

2

3

4

5

�
0

1

2

3

4

5

6

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

1

2

3

4

5

6

2

0

2

4

6

1

3

5

3

0

3

6

2

5

1

4

4

0

4

1

5

2

6

3

5

0

5

3

1

6

4

2

6

0

6

5

4

3

2

1

P
or
inspe�c~ao,
a
ordem
do

1.
elem
ento
1:
m
=
1;

2.
elem
ento
2:
m
=
3
(1,
2,
2
2
=
4,
2
3
=
1);

3.
elem
ento
3:
m
=
6
(1,
3,
3
2
=
2,
3
3
=
6,
3
4
=
4,
3
5
=
5,
3
6
=
1);

4.
elem
ento
4:
m
=
3
(1,
4,
4
2
=
2,
4
3
=
1);

5.
elem
ento
5:
m
=
6
(1,
5,
5
2
=
4,
5
3
=
6,
5
4
=
2,5
5
=
3,5
6
=
1);

6.
elem
ento
6:
m
=
2
(1,
6,
6
2
=
1).

U
m
elem
ento
do
corpo
G
F
(q)
�e
cham
ado
elem
ento
p
rim
itivo
se
a
sua

ordem
�e
(q
�
1).
U
m
a
conclus~ao
im
portante
�e
que
a
partir
deste
elem
ento,

pode-se
\gerar"
todos
os
elem
entos
n~ao-nulos
do
corpo
G
F
(q).
E
ainda

m
ais,
tod
os
os
elem
entos
n
~ao-nu
los
p
od
em
ser
rep
resentad
os
com
o

p
ot^en
cias
d
este
elem
ento
p
rim
itivo.

P
ara
con
stru
ir
corp
os
(�
n
itos)
com
p
m

elem
entos,
sen
d
o
p
p
rim
o

e
m

>
1,
verem
os
na
se�c~ao
seguinte
que
podem
os
utilizar
os
polin^om
ios

prim
itivos
sobre
o
corpo
G
F
(p).
V
erem
os
ainda
que
opera�c~oes
diferentes

das
opera�c~oes
m
�odulo
s~ao
necess�arias
para
satisfazer
todas
as
propriedades

im
postas
aos
corpos.
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A
.3

A
n
�eis
d
e
P
olin
^om
ios

Seja
K
um
corpo.
U
m
polin^om
io
f
sobre
K
�e
um
a
sequ^encia
in�nita
de

elem
entos
de
K
na
qual
todos,exceto
um
n�um
ero
�nito
deles,
s~ao
zero:

f
=
(���;0;a
n ;���;a
1 ;a
0 )ou
f(x)
=
a
n x
n
+
���+
a
1 x
1
+
a
0

O
elem
ento
a
k
�e
cham
ado
k-�esim
o
coe�ciente
de
f.
Se
n
�e
o
m
aior
intiero

para
o
qual
a
n
6=
0,
ent~ao
dizem
os
que
o
grau
de
f
�e
n,
e
o
representam
os

por
grau
f
=
n.

Se
g
�e
outro
polin^om
io
sobre
K
,
digam
os

g
=
(���;0;b
m
;���;b
1 ;b
0 );

ent~ao
a
som
a
f
+
g
�e
o
polin^om
io
obtido
adicionando
os
coe�cientes
corres-

pondentes.
Isto
�e,
se
m
�
n,
ent~ao

f
+
g
=
(���;0;a
n ;���;a
m
+
b
m
;���;a
1
+
b
1 ;a
0
+
b
0 ):

E
xem
p
lo
A
.13
A
som
a
de
dois
polin^om
ios,
(x
5
+
x
2)
e
(x
2
+
x
+
1),
no

corpo
G
F
(2)
resulta
em

(x
5
+
x
2)
+
(x
2
+
x
+
1)
=
x
5
+
2x
2
+
x
+
1
=
x
5
+
x
+
1:

A
l�em
disso,
o
produto
f
g
�e
o
polin^om
io

f
g
=
(���;a
n b
m
;���;a
1 b
0
+
a
0 b
1 ;a
0 b
0 );

isto
�e,
o
k-�esim
o
coe�ciente
c
k
de
f
g
�e
dado
pela
express~ao

c
k
=

k
Xi=

0
a
i b
k
�

i =
a
0 b
k
+
a
1 b
k
�
1
+
���+
a
k b
0 :

A
cole�c~ao
de
todos
os
polin^om
ios
a
0 +
a
1 x
+
a
2 x
2+
���+
x
n,
a
i 2
G
F
(q)
e

n
2
N
,�e
de
particular
interesse
na
pesquisa
de
C
�odigos
A
lg�ericos.
U
tilizam
os

a
nota�c~ao
G
F
(q)[x]
para
denot�a-los.

O
conjunto
dos
polin^om
ios
sobre
um
corpo
K
,sob
as
opera�c~oes
de
adi�c~ao

e
m
ultiplica�c~ao,
form
a
um
anel
com
utativo
com
elem
ento-identidade
e
sem

divisores
de
zero,
isto
�e,
um
d
om
��n
io
d
e
integrid
ad
e.
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Sejam
f
e
g
polin^om
ios
sobre
um
corpo
K
com
g
6=
0.
E
nt~ao,
existem

polin^om
ios
q
e
r
tais
que

f
=
qg
+
r;

onde
ou
r
=
0
ou
grau
r
<
grau
g,se
r
6=
0.

U
m
polin^om
io
f(x)
�e
irred
u
t��vel
no
corpo
G
F
(q),
se
f(x)
n~ao
pode

ser
fatorado
no
produto
de
polin^om
ios
de
grau
m
enor
no
anelde
polin^om
ios

G
F
(q)[x].

E
xem
p
lo
A
.14
C
onsidere
os
seguintes
polin^om
ios

�
x
2+
1
�e
irredut��velno
anel
G
F
(3)[x],
m
as
n~ao
no
anel
G
F
(2)[x]((x
+

1)(x
+
1)).

�
x
4
+
x
2
+
1
e
x
21
+
x
2
+
1
s~ao
irredut��veis
no
anel
G
F
(2)[x].

U
m
polin^om
io
irredut��vel
f(x)
2
G
F
(q)[x]
de
grau
m
�e
dito
p
rim
itivo,

se
o
m
enor
inteiro
positivo
n
para
o
qual
f(x)
divide
x
n
�
1
�e
n
=
q
m
�
1.

E
xem
p
lo
A
.15
C
onsidere
os
seguinte
polin^om
ios:

�
x
cf
p
3
+
x
+
1
�e
prim
itivo
no
anel
G
F
(2)[x],
pois
�e
divisor
de
x
7
�
1

(2
3
�
1
=
7).

�
x
4
+
x
+
1
�e
prim
itivo
no
anel
G
F
(2)[x],
pois
�e
divisor
de
x
15
�
1

(2
4
�
1
=
15).

�
x
4+
x
3+
x
2+
x
+
1
�e
irredut��velno
anel
G
F
(2)[x],
m
as
n~ao
�e
prim
itivo,

pois
ele
�e
fator
de
x
5
�
1.

U
m
a
propriedade
interessante
de
um
polin^om
io
prim
itivo
de
grau
m

f(x)
2
G
F
(q)
�e
que
o
seu
rec��proco
dado
por
x
m
f(
1x )

tam
b�em
�e
prim
iti-

vo.O
utra
propriedade
im
portante
�e
que
tod
as
as
ra��zes
d
e
u
m
p
olin
^om
io

p
rim
itivo
p(x)
n
o
corp
o
G
F
(q)
tem
a
m
esm
a
ord
em
.
E
sta
ord
em

�e
q
m

�
1,
pois
sendo
p(x)
o
divisor
de
x
q
m

�

1
�
1,
ent~ao
�
q
m

�

1
�
1
=
0
ou

�
q
m

�

1
=
1.
P
ode-se
m
ostrar,
por
contradi�c~ao,
que
q
m

�
1
�e
o
m
enor
inteiro

positivo
para
o
qual
�
q
m

�

1
=
1.

Seja
p(x)
=
x
m

+
a
m
�

1 x
m
�

1
+
���+
a
1 x
+
a
0
o
polin^om
io
prim
itivo
no

G
F
(q)[x].
Se
�
�e
a
ra��z
de
p(x),ou
seja,
p(�
)
=
�
m
+
a
m
�

1 �
m
�

1+
���+
a
1 �
+

a
0
=
0.
E
nt~ao,

�
m

=
�
a
m
�

1 �
m
�

1
+
�
����
a
1 �
�
a
0
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N
ote-se
que
para
�
i,
i
�
m
,
podem
os
reescrever
a
express~ao
de
�
i
em

fun�c~ao
das
pot^encias
i
<
m
de
�
.
A
ssim
,
podem
os
associar
a
cada
pot^encia

i
�
m
de
�
um
a
representa�c~ao
polinom
ialna
form
a
b
m
�

1 �
m
�

1
+
���+
b
1 �
+

b
0
com
os
coe�cientes
b
i
2
G
F
(q).
C
om
isso,
tem
os
um
a
correspond^encia

biun��voca
entre
as
distintas
pot^encias
de
�
e
o
conjunto
de
polin^om
ios
em
�

com
os
coe�cientes
no
corpo
G
F
(q)
de
grau
m
enor
ou
iguala
(m
�
1).

P
ode-se
m
ostrar
que
as
q
m

�
1
pot^encias
de
�
s~ao
os
elem
entos
n~ao-

nulos
do
corpo
G
F
(q
m
).
D
a��,chegam
os
um
resultado
im
portante:
as
ra��zes

d
os
p
olin
^om
ios
p
rim
itivos
d
e
grau
m
n
o
an
el
G
F
(q)[x]s~ao
elem
entos

p
rim
itivos
n
o
corp
o
G
F
(q
m
).
E
ainda
m
ais,os
elem
entos
do
corpo
G
F
(q
m
)

podem
ser
representados
ou
com
o
pot^encias
de
um
elem
ento
prim
itivo
(um
a

raiz)
ou
com
o
com
bina�c~ao
das
pot^encias
i,
i
<
m
,
deste
elem
ento
prim
itivo.

N
ote-se
que
se
considerarm
os
o
conjunto
f1;�
;�
2;���;�
m
�

1g
com
o
a
\ba-

se"
da
representa�c~ao
polinom
ial,podem
os
ainda
representar
os
elem
entos
do

corpo
G
F
(q
m
)
atrav�es
dos
vetores,
cujas
\coordenadas"
pertencem
ao
corpo

G
F
(q).

E
xem
p
lo
A
.16
Seja
o
polin^om
io
prim
itivo
p(x)
=
x
3+
x
+
1
de
grau
m
=
3

no
anel
G
F
(2)[x].
Seja
�
a
ra��z
de
p(x).
E
nt~ao,
p(�
)
=
�
3
+
�
+
1
=
0,
ou

�
3
=
�
+
1.
T
odos
os
elem
entos
n~ao-nulos
no
corpo
G
F
(2
3)
podem
ser
repre-

sentados
com
o
pot^encias
consecutivas
da
ra��z
�
(representa�c~ao
exponencial),

isto
�e,
f�
0;�
1;�
2;�
3;���;�
6;�
7
=
�
0g,
ou
com
o
com
bina�c~oes
das
pot^encias

(representa�c~ao
polinom
ial),
ou
com
o
vetores
no
corpo
G
F
(2):

E
xponencial

P
olinom
ial

V
etorial

�
0

=

1

(0,0,1)

�
1

=

�

(0,1,0)

�
2

=

�
2

(1,0,0)

�
3

=

�
+
1

(0,1,1)

�
4

=

�
2
+
�

(1,1,0)

�
5

=

�
3
+
�
2
=
�
2
+
�
+
1

(1,1,1)

�
6

=

�
4
+
�
3
=
(�
2
+
�
)
+
(�
+
1)
=
�
2
+
1

(1,0,1)

0

=

0

(0,0,0)

U
sando
a
nota�c~ao
m
atricial
terem
os
os
seguintes
elem
entos
no
corpo

G
F
(2
3):

h�
0
�
1
�
2
�
3
�
4
�
5
�
6 i
=

264
0
0
1
0
1
1
1

0
1
0
1
1
1
0

1
0
0
1
0
1
1

375
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E
stes
elem
entos
s~ao,
de
fato,
as
solu�c~oes
da
fun�c~ao
de
recorr^encia,
pois

p(�
)
=
�
3
+
�
+
1
=
�
3
+
�
1
+
�
0
=
0

e
�
ip(�
)
=
0;8
i
2
N
.

+

�
i+
3

�
i+
2

�
i+
1

�
i

A
ssim
para
um
a
coordenada
do
vetor
(um
a
linha
na
m
atriz),
terem
os
a

seguinte
sequ^encia
(c��clica)
de
estados
(�
i+
2
+
�
i+
1
+
�
i):
001
!
010
!

101
!
011
!
111
!
110
!
100,
que
corresponde
exatam
ente
�a
solu�c~ao

obtida
exaustivam
ente
no
E
xem
plo
6.5.

U
sando
este
tipo
de
constru�c~ao
de
um
corpo
G
F
(q
m
)
podem
os
construir

facilm
ente
as
tabelas
que
de�nem
com
pletam
ente
as
opera�c~oes
de
adi�c~ao
e

m
ultiplica�c~ao
entre
os
elem
entos
do
corpo
G
F
(q
m
).
A
adi�c~ao
de
dois
seus

elem
entos
�e
efetuada
com
uso
da
representa�c~ao
polinom
ial,
com
o
ilustra
o

seguinte
exem
plo.

E
xem
p
lo
A
.17
A
som
a
de
dois
elem
entos
�
3
e
�
5
do
corpo
G
F
(8)
�e

�
3
+
�
5
=
(�
+
1)
+
(�
2
+
�
+
1)
=
�
2

P
odem
os
ainda
expressar
a
m
ultiplica�c~ao
entre
dois
dos
elem
entos
de
um

corpo
G
F
(q
m
),
�
a
=
(a
0
+
a
1 �
+
���+
a
m
�

1 �
m
�

1)
e
�
b
=
(b
0
+
b
1 �
+
���+

b
m
�

1 �
m
�

1),
atrav�es
da
representa�c~ao
polinom
ial

�
a:�
b

=

�
(a+
b)
m
od
(q
m

�

1)

=

(a
0
+
a
1 �
+
���+
a
m
�

1 �
m
�

1)(b
0
+
b
1 �
+
���+
b
m
�

1 �
m
�

1)
m
od
p(�
)

E
xem
p
lo
A
.18
Seja
p(x)
=
x
2
+
x
+
1
um
polin^om
io
prim
itivo
no
anel

G
F
(2)[x].
Seja
�
a
ra��z
de
p(x).
Isso
im
plica
que
�
2
+
�
+
1
=
0
ou

�
2
=
�
+
1.
O
s
elem
entos
do
corpo
G
F
(2
2)
=
G
F
(4)
podem
ser
representados

nas
seguintes
m
aneiras:
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E
xponencial

P
olinom
ial

V
etorial

�
0

=

1

$

(0,1)

�
1

=

�

$

(1,0)

�
2

=

�
+
1

$

(1,1)

0

=

0

$

(0,0)

A
inda
m
ais,
com
uso
das
representa�c~oes
exponenciais
e
polinom
iais
po-

dem
os
ver
que
as
seguintes
opera�c~oes
foram
de�nidas
no
corpo
G
F
(4)

+

0

�
0

�
1

�
2

0

0

�
0

�
1

�
2

�
0

�
0

0

�
2

�

�
1

�
1

�
2

0

�
0

�
2

�
2

�
1

�
2

0

�

0

�
0

�
1

�
2

0

0

0

0

0

�
0

0

�
0

�
1

�
2

�
1

0

�
1

�
2

�
0

�
2

0

�
2

�
0

�
1

Se
rotularm
os
os
elem
entos
�
0,
�
1
e
�
2
por
inteiros
1,
2,
e
3,
respecti-

vam
ente,
podem
os
criar
as
seguintes
tabelas
(verdade)
para
o
corpo
G
F
(4)

(note-se
que
�e
d
iferente
da
adi�c~ao
e
m
ultiplica�c~ao
m
�odulo
4,
sob
as
quais
o

conjunto
f0;1;2;3g
n~ao
de�ne
um
corpo
G
F
(4)):

+

0

1

2

3

0

0

1

2

3

1

1

0

3

2

2

2

3

0

1

3

3

2

1

0

�
0

1

2

3

0

0

0

0

0

1

0

1

2

3

2

0

2

3

1

3

0

3

1

2


