Capitulo 2

Técnicas Formais para
Representacao das Formulas
Légicas

Os circuitos 16gicos sio realizagoes/implementagoes de formulas logicas. Nes-
te capitulo apresentamos algumas ferramentas matematicas .

2.1 Calculo Proposicional

Estuda as “férmulas 1ogicas” obtidas a partir das proposigoes/varidveis logicas
ou da combinagio destas através dos conectivos l6gicos (V, A, =, =, ).
O conectivo ¢ estabelece uma relagao de equivaléncia légica.

Definigao 2.1 Duas proposi¢ies sao ditas logicamente equivalentes, ou
simplesmente equivalentes, se elas tiverem a mesma tabela-verdade.

O valor logico de uma férmula depende exclusivamente dos valores 16gicos
de suas variaveis. As tabelas-verdade constituem uma forma direta e
simples para representar/visualizar esta relagao levando em conta todas as
possiveis combinagoes dos valores 16gicos (0 e 1) das varidveis. Portanto, para
uma fungdo de n varidvies deve-se ter 2" linhas/entradas na tabela-verdade.

Exemplo 2.1 As tabelas-verdade dos conectivos ldgicos:
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Linha ﬁiiﬁ>n Linha @_i@<m
0 Vivi Vv 0 Vivi Vv
1 VIF| F 1 VIF|V
2 F|\V| F 2 F\V]V
3 F|F| F 3 F|F| F
Linha @_iﬁlziijﬁ<ﬁ
0 ViV 4
1 V| F F
2 FlV 4
3 F|F vV
Linha NLQ_@TS
0 Vivi v
1 VIF| F
2 F|\V| F
3 FI\F| V

As tabelas-verdade para uma férmula “composta” pode ser obtida seguin-
do os seguintes passos:

1. Atribuir todas as possivies combinagoes dos valores logicos das va-
riaveis.

2. Determinar os valores logicos das “subférmulas”.

3. Determinar os valores 16gicos das combinagoes das “subférmulas” e as-
sim progressivamente até obtermos uma tinica coluna de valores logicos.

Exemplo 2.2 Tabelas-verdade de férmulas mais complezas
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Linha_p | q| (~p) = (qV p)
0 F|F Vv F|F
1 F|V v ViV
2 VI F F ViV
3 ViV F ViV
Passos 1| 1 2 312
Linha p|q|r|(pV-g—=(rephg)
0 VIVIV|IVIF|V]V Vv
1 VIVIF|V|F|F|F Vv
2 VIF|V|V|V|F|F F
3 VIF|F|V|V|V|V F
4 F|V|V|F|F|V|F F
5 F|V|F|F|F|V|F F
6 F|F|V|V|V|F|F F
7 FI\F|\F|\V|V|V|V F
Passos 1118|2438 2
Linha p|q|r|pV(gAr)e bV gh(pVr)
0 viviviviviviVvHv Vv
1 VIV|F|V|F|\V|V|V v
2 VIFIV|V|F|V|V|V v
3 VIF|F|V|F|\V|V|V v
4 FIV|IV|V|V|V|IV|IV v
5 F|V|F|\F|\F|V|V|F F
6 F|F|\V|F|\F|V|F|F Vv
7 FI|F|\F|F|F|\V|F|F F
Passos 1| 113|141 2]|3]|2

2.1.1 Tautologias

Definicao 2.2 Tautologia ¢ uma férmula que assume o valor ldgico Ver-
dadeiro para todas as possiveis combinagoes das suas varidveis.

o Identidade
-pVF&p
-pVvVeV
-pAVep
-pAF&F
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Com uso de tabelas-verdade é ficil mostrar que as formulas acimas sao

tautologias.
Linha p |F|[pVF e p Linha p [V |pVVW &V
0 VIF|V] V 0 VIiv|iV] V
1 FIF|F| V 1 FI{V|V] V
Passo 1|12 3 Passo 1|12 3
Linha p |V |pAV & p Linha p |F|pAF & F
0 VIiV|iV| V 0 VIF|F| V
1 FIV|F| V 1 FIF|F| V
Passo 1 |1]2 3 Passo 1|12 3
o Idempoténcia
—pPAp&Dp
—pVpep
Linha p|pAp<p Linha p|pVpép
0 VIiVv] V 0 Viv]| V
1 FIF| V 1 FIF| V
Passo 1|2 3 Passo 1|2 3

o Absorcao

-pVpAQep
-pV(pAgepVy
-pA(PVa D

~pA(=DPVA DA
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Linha p|q|pV(pAgep Linha p|q|pV(-pAg
0 VIiV|V ]V \Y 0 VIVIVIF|F|V \
1 VIF|V|F \Y 1 VIF|V|F|F|V \Y
2 FIV|F|F \Y 2 FIVIVIV|IV]V Vv
3 FIF|FI|F \Y 3 FIF|F|V|IF]|V F
Passo 1|13 |2 4 Passo 114|123 |5
Linha p|q|pA(pVagep Linha p|lq|pA(=pVq)
0 VIiV|V ]V \Y 0 VIV|VIV|V]V \
1 VIF|V|V \Y 1 VIF|V|F|F|V F
2 FIV|F|V \Y 2 FIV|V|IF|V]|V F
3 F|F|F|F \Y 3 FIF|F|F|V]|V F
Passo 1 |1(3]2 4 Passo 1|1|4|2|3|5 2
e Dupla Negacdo: -~ - p ¢ p
Linha -ap
0 F|V
1 VIF
Passo 213
o Teorema de De Morgan
-=(PVaepAiag
- (PAg e pVag
Linha p|q|=-(pVa & -pA-gq
0 VIV|F|V|V|F|F| F
1 VIF|F|V|VI|F|F| V
2 FIV|F|V|IV|V|F| F
3 FIF|VIF|V|V|IV|V
Passo 1|1 (3 |2|4|2|3]| 2
Linha p|q|=(pAg e -pV-q
0 VIV|F|V|V|F|F| F
1 VIF|V|IF|VI|IF|V]V
2 FIV|VIF|V|V|V]| F
3 FIF|VIF|IV|V|V]|V
Passo 1|1 (324|123 2

o Consenso
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= (PAQV(PAT)V(QAT) & (PAQV(mDAT)
~(PVQYA(pVI)A(QVI) & (PVaA(-pVr)

Exemplo 2.3 Aplicacao na sintese de circuitos:

o obter = p a partir de p com uso de portas NAND: Pela Idempoténcia,
“pe o (pAD)

o obter zV y a partir de © e y usando portas NAND. Pela dupla negagio,
zV Yy oo (zVy) Pelo teorema de Morgan, = = (zV y) ¢ = (-
z A = y). E finalmente, aplicando a Idempoténcia, = (= z A = y) <
S (sAz) A= (yAy)

2.1.2 Ldgica da Argumentagao

Conforme ja vimos, a légica se ocupa das relagos de consequéncia entre as
premissas e a conclusao de um argumento correto. Um argumento de
premissas Py, Py, P3, ..., P, e de conclusio Q é indicado de forma simbdlica
por:
Py, Py, Py oy Py = Q

Diz-se que um argumento é vélido se, e somente se, a conclusdo for
verdadeira quando as premissas Py, Py, Ps, ..., P,, forem verdadeiras.

Para demonstrar ou verificar ou testar se um dado argumento é vélido ou
nao com uso de tabelas-verdade, pode-se proceder do seguinte modo:

1. Constrdi-se a tabela-verdade envolvendo todas as varidveis, destacando
uma coluna para cada premissa e outra para a conclusao.

2. Verifica-se nas colunas de premissas as linhas em que os valores ldgicos
sao todos V. Se em todas essas linhas o valor 16gico relativo a coluna
da conclusdo for também V, entdo o argumento ¢é valido.

Exemplo 2.4 Vamos analisar as alternativas de conclusio do sequinte enun-
ciado: “E sabido que se os produtores rurais investem na produgdo de café e
o mercado internacional estd em alta, entao a maior parte da produgdo € ex-
portada. Além disso, se a maior parte da produgdo ¢ exportada, o ministério
¢ prestigiado. Ora, sabemos que hoje, embora o mercado internacional do
café esteja em alta, o ministério estd desprestigiado. Os produtores rurais
estdo ou ndo investindo na producio?”
Usando as sequintes varidveis logicas:
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o a: 0s produtores investem na produgdo.
o b: 0 mercado estd em alta.
o ¢ a maior parte da produgdo ¢ exportada.

o d: o ministério estd prestigiado.

alb|c|d|(anb)—sc|lcad|d
ViviviV|V 4 vV | F
VIV|V|F|V 4 F |4
VIV|F|V|V| F vV | F
VIV|F|F|V| F 4 |4
VIF|\V|IV|IF 14 14 F
VIF|V|F|F 14 F v
VIF|F|\V|F 14 4 F
VIF|F|F|F v 4 4
FI\VIV|V|F 4 vV | F
FI\VIV|F|F 14 F 4
FI\VIF|\V|F 14 4 F
FIV|F|F|F 14 4 4
FIF|V|V|F 14 4 F
F\F|V|F|F 14 F 4
F\F|F|\V|F 14 4 F
F|\F|F|F|F 4 4 4

Note-se que somente a 12 linha tem todas as premissas ((a A b) = «,

¢ = d, = d) com valor légico verdadeiro. Portanto, o arqumento testado é
vdlido para — a.

Como um argumento Py, Py, P3, ..., P, = Q é vélido se, e somente
se, a formula Py A Py A Py A ..., P, = Q, conhecida como condicional
associada, for tautoldgica, entao uma outra maneira de verificar se um dado
argumento Py, Py, P3, ..., P, = Q é vélido ou ndo, através das tabelas-
verdade, é construir a sua condicional associada e verificar se ela é ou ndo
uma tautoldgica.

2.1.3 Outra Tautologias e Regras de Inferéncia

E evidente que tabelas-verdade sdo somente praticas para analisar fungoes
l6gicas envolvendo um nimero pequeno de varidveis. Segundo Wakerly, 10
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para estudantes e 4 a 5 para os outros. Quando ultrapassar este limite,
técnicas mais “sofisticadas” sdo requeridas.

Apresentaremos aqui algumas mais usuais regras de inferéncia. Vale res-
saltar que todas as regras de inferéncia sao tautologias.

Modus ponens Contrapositiva Redugio por absurdo
i
p P P q b oo
p — q q —q ‘@
q P Aq P

Prova por casos

- Vv -
p A g p q p q p q
P b = q - p qQ =T
q q p =T

Exemplo 2.5 Voltamos ao exemplo 2.4. Procuraremos fazer agora uma de-
ducio formal:

1: ahNb—=c Premissa

2. c—d Premissa

3 b Premissa

4 —d Premissa

b - Suposi¢dio

6: —d—=-c Contraposicdo de (2)

T - Modus Ponens de (4) e (6)
8 —c— - (anb) Contraposigio de (1)

9: = (aAd) Modus Ponens de (7) ¢ (8)
10: =aV-b Teorema de Morgan

11: —a

12: =a Redugio por absurdo de (5) e (11)

H4 um metateorema bastante 1til na manipulacio e simplificacao de
formulas 16gicas, conhecido como Principio de Dualidade.

Defini¢ao 2.3 Principio de Dualidade: Se uma férmula é vdlida, entao
a sua expressio dual ¢ também valida. A expressao dual é obtida trocando-
se OR por AND (e vice-versa), () por 1 (e vice-versa) e preservando-se a
opera¢io NOT.

Exemplo 2.6 A expressio dual de
eV (yAz) e (zVy A(zVz)
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TA(yVz) e (TAy VvV (zAz)

Com uso de tabelas-verdade ¢ facil verificar a validade das duas expressies.

Outro metateorema que facilita a manipulacao e andlise de férmulas
l6gicas é o Principio de Substituicao.

Defini¢do 2.4 Principio de Substituigdo: Seja P(p, ¢, ...) uma tautolo-
gia. Entao P(Py,Py, ...) é também uma tautologia para quaisquer proposigoes

\UTWN\. .

Exemplo 2.7 A ezpressio (p A= q)V = (p A = q) € uma tautologia, porque
sabemos que a férmula PV = P é uma tautologia. No caso, P = (p A = g).

2.2 \tmmgm de Boole

Em 1854 o matemdtico George Boole (http://www-history.mcs.st-and.

ac.uk/"history/Mathematicians/Boole.html) inventou um sistema algébrico

que permite expressar e manipular algebricamente as formulas logicas do
Célculo Proposicional.

Seja B um conjunto com pelo menos dois elementos distintos (0, elemento
neutro para adi¢ao e 1, elemento neutro para multiplicacdo) munido de duas
operagds bindrias, adigdo (+) e multiplicagdo (), e uma operagao undria,
complemento (/). Entdo, a quadripla

Qwu + \v
é chamada algebra de Boole se valem os seguintes axiomas:

¢ Existéncia tinica de elementos neutros
—a+0=a
-—a-l=a

o Fechamento

- a+beB, Ya,b
—a-beB, Yab
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o Comutativa

—a+b=b+a
—a-b=b-a

o Distributiva

—a+(b-c)=(a+b) (a+c)
—a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

o Existéncia (tinica) de elementos inversos

—ata=1

—a-al=0

Os axiomas da dlgebra de Boole sdo duais, isto é, pode-se obter uma
expressao em cada axioma a partir da outra trocando-se apenas + por - (e
vice-versa), 0 por 1 (e vice-versa) e preservando-se a operagio complemento.
Portanto, o dual de qualquer teorema de uma dlgebra de Boole é
também um teorema, uma vez que o dual pode ser provado seguindo os
mesmos passos do teorema original utilizando-se as expressoes duais em cada
Dpasso.

A partir destes axiomas é ficil ver que um conjunto bindrio {0,1} mu-
nido das operagoes ldgicas AND (), OR (+) e NOT (/) é uma dlgebra de
Boole, pois estas operagoes sao definidas sobre os elementos deste conjunto
na seguinte forma

Ainda mais,

1. temos dois elementos neutros distintos: 0 para OR e 1 para AND,
2. é ficil ver que as operagoes sao comutativas,

3. as operacoes logicas AND e OR sdo distributivas, e

4.0 OR (NOT(0)) = 1, 1 OR (NOT(1)) = 1, 0 AND (NOT(0)) =0 e 1
AND (NOT(1)) = 0.
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Consequentemente, podemos exprimir uma férmula légica como uma
fungao algébrica e manipuld-la como uma equagao.

Exemplo 2.8 Voltamos novamente ao exemplo 2.4. Vamos ver que algebri-
camente poderemos chegar a mesma conclusao, equacionando as premissas
(afirmagies que valem logicamente 1)

e aAb—c < a(anb)Ve: (ab)i+c =1
o c—d e —eVd: o +d =1

o b: b=1

o ~d:dr =1

Para ficar numa forma mais “tratdvel”, podemos ainda fazer as sequintes
substituigdes:

o (ab)r +c=1por(ab)((a-b)+c)=(a-b)-1, que é equivalente a a-b-c=a-b.

o o +d=1porc(d+d)=cl, que é equivalente a c-d=c.
o d1r =1 por d=0

Temos, portanto, um sistema de equagoes “bindrias

a-b-c
d c
b =1
d =0

Por substitui¢ao, podemos ver que ¢ = 0 e a = 0.

Através das manipulagdes algébricas, podemos obter “igualdades” corres-
pondentes s tautologias listadas na segao 2.1.1 (para os interessados nestas
manipulagoes, consulte o livro de Troy Nagle et al.). Tais igualdades po-
derdo ser utilizadas, por exemplo, para simplificar as funcoes e para derivar
expressoes equivalentes:

o Idempoténcia

-ptp=p
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“p p=p

o Absorcao

-p+p-q=p
-p+p-q=p+g
-p-(p+q=p

-p-(pr+aq=p-q

e Dupla Negacao: p// =p

o Teorema de De Morgan
(b1 + D2+ +Dpu) =D Dol -+ Dl
((pr D2~ =~ pu)l = D1/ + pal + -+ + D!

o Consenso
(p-a)+(@-1)+(a-1)=(p-q+(p-1)
(P+a) (+1)-(a+1)=(P+aq) - (p+1)

Por simplicidade, quando nao hd ambiguidade na interpretacao, omitire-
mos - para referir a operagao de multiplicagao.

Exemplo 2.9 Simplifique as sequintes expressoes:

1

z+aty)(e+y) + (z+a)(z+y)
r+y)(z+y)+Lz+y)
+y)+(z+y)

&+S

S5
Il

(
(
=
=

w = aly(z+ylz)+ylz
= alyz+axlyylz +ylz
zlyz+0+ylz
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= ayz+ylz
oz +0+ylz
(w1 +ynz
(zy)r2

w = ab+ablc
a(b+bre)
alb+c)

w = ab+ alcdle + bicd!
= ab+ bedle + aledle + bicd!
= ab+ alcdle + cdie + bicdr
= ab+ cdle + bedr

Exemplo 2.10 Obtenha uma expressio equivalente que possa ser implemen-
tada com uso de portas NAND de duas entradas:

w o= z+y=(@+yn=_z+y))=

= =

Exemplo 2.11 Obtenha uma expressio equivalente que possa ser implemen-
tada com uso de portas NOR de duas entradas:

w = zy=(zy) = ((zy)) =
= (a4 =((x+a)+y+yr)
Finalmente, vale ressaltar que se pode ainda mostrar que um conjunto

By de sequéncias de n bits é também uma algebra de Boole sob adicdo,
multiplicagao e complemento, bit a bit.
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Exemplo 2.12 Seja C = {00,01,10,11}. Se definirmos as sequintes ope-

ragoes sobre eles
+ |00 01 10 11 - |00 01 10 11 | NOT
0000 01 10 11 00|00 00 00 00 00| 11
0r{o0r o0t 11 11 01|00 01 00 01 01| 10
1010 11 10 11 10100 00 10 10 10| 01
11111 11 11 11 11100 01 10 11 11| 00

¢ fdcil verificar agora que o conjunto {00,01,10,11} sob as operagies
acima definidas é uma dlgebra de Boole.

2.3 Emmvwm de Conjuntos

O conceito de classe ou conjunto de objetos é um dos mais fundamentais
em toda a Matemdatica. Podemos pensar num conjunto como sendo uma
colecao de elementos que possuem uma determinada propriedade comum.
Um conjunto vazio, (), é aquele que nao possue nenhum elemento. Por outro
lado, um conjunto universo engloba todos os elementos que satisfazem uma
determinada propriedade de interesse.

Sdo definidas as seguintes operagoes sobre os conjuntos:

e unido (+) de dois conjuntos A e B consiste num outro conjunto C' de
todos os elementos que pertencem a A ou a B ou a ambos.

e intersecdo (-) de dois conjuntos A e B consiste num outro conjunto
C de elementos que pertencem tanto a A como a B.

¢ complemento (/) de um conjunto A em relagao ao conjunto universo
U consiste num outro conjunto A/ de elementos que pertencem a U,
mas nao pertencem a A.

o diferenca (-) entre dois conjuntos A e B (4 — B) consiste num outro
conjunto C' de elementos que pertencem a A e ndo pertencem a B.

Dado um conjunto universo U. Pode-se mostrar que um sistema consti-
tuido de conjuntos contidos em U, incluindo o conjunto vazio (@) e o conjunto-
universo (U), e munido das operagdes unido (+), intersecdo (-) e complemento
(1) é uma dlgebra de Boole.

Uma maneira muito ilustrativa de se mostrar as diversas relagoes e ope-
ragoes entre um pequeno nimero de conjuntos é utilizar os diagramas de
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Venn, desenvolvidos pelo matematico John Venn (http://www-history.
mcs . st-and.ac.uk/“history/Mathematicians/Venn.html). No diagrama
de Venn o conjunto-universo U é representado usualmente por um retangulo
e 0s outros subconjuntos por figuras conexas (usualmente, circulos) dentro
dele. A drea dentro da figura representa o conteido de um conjunto e a
externa, o conteido do seu complemento. Com uso destes diagramas, Venn
mostrou as 256 diferentes relagoes booleanas entre trés subconjuntos!

Exemplo 2.13 Seja um conjunto-universo U e dois conjuntos A e B conti-
dos nele. Vamos verificar a validade de alguns aziomas da dlgebra de Boole
com uso dos diagramas de Venn.

>@ >@
Al=A A+l=1

>@ >@
A+0=A A.0=0

>@ >@
A+B=B+A AB=BA

>@ >@

A B’

Uma forma gréfica alternativa para os diagramas de Venn sao os mapas
de Karnaugh — uma das mais conhecidas ferramentas para minimizagao das
fungdes logicas. A seguir é exemplificada a equivaléncia entre os diagrams de
Venn e os mapas de Karnaugh

EA772 — notas de aula — FEEC — 2° SEM/2001 (Ting) 16

N

B

\R N o

B
Para fazer uso dos mapas de Karnaugh/diagramas de Venn na andlise
ou sintese de uma fungdo logica, podemos associar uma varidvel logica a um
conjunto, como ilustra o seguinte exemplo.

Exemplo 2.14 Vamos mostrar agora que com uso da no¢io de conjuntos
podemos também resolver o problema proposto no exemplo 2.4. Para tal,
associamos a cada varidvel logica um conjunto. Temos, entao, quatro con-

juntos: {a}, {b}, {c} e {d}.
Ainda mais, os quatro “fatos conhecidos” podem ser traduzidas em termos
de conjuntos:

e aAb—c= {{a}- {0}}r+{c}
o c— d={chr+{d}
o b= {b}




EAT772 — notas de aula — FEEC — 2° SEM/2001 (Ting) 17

oJRﬂT&T

Através do sequinte mapa de Karnaugh, pode-se inferir que a tnica re-
gido que satisfaz os quatro fatos € a regiao rotulada de 4, quando a e ¢ nao
pertencem d regido.

v 04y
Eyoarv gy
) frl 4 4 d
b Vs
c
2| fg | 4] 10
b

24 Emog.m de Chaveamento

Em 1938 Shannon (http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/“history/Mathematicians/
Shannon.html) mostrou como se usa a dlgebra booleana para analisar e des-

crever o comportamento de circuitos l6gicos constituidos por relés eletro-

mecanicos (chaves de contato) — componente digital mais popular naquela

época. Nesta dlgebra, conhecida por dlgebra de chaveamento, a condicao

de contato dos relés, aberto e fechado, é representada por uma varidvel X

que pode assumir um dos dois valores, 0 e 1. Hoje em dia, estes dois valores

podem corresponder a uma grande variedade de condigdes fisicas — tensdo no

nivel ALTO e BAIXO, luz ligada e apagada, capacitor carregado e descarre-

gado, fusivel intato ou aberto, e assim por diante.

Pode-se associar a cada chave normalmente aberta/fechada uma varidvel
logica que aparece na forma na qual a chave deve permitir/bloquear a pas-
sagem de informagio ao ser fechada/aberta.

Chaves normalmente abertas

‘ﬂu' R N \.NMAT

A+B A-B A
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Chaves normalmente fechadas

WA

0 i A
. ) ) M
A+B A-B Ay

Todas as fungoes logicas podem ser implementadas através das combi-
nacoes entre estas configuragoes basicas, como ilustra os seguintes exemplos.

Exemplo 2.15 A fungao ldgica do sequinte circuito
5V

X z
y Al
v

_|»R
w y
Z Representagao logica

é equivalente d expressio z = - (y +w).

Exemplo 2.16 Os seguintes dois circuitos sao logicamente equivalentes.
5V

s
o

A correspondente fungio booleana do primeiro circuito é z = (z - y)! e a
do sequndo é z = (x! +y!).

Uma varidvel pode estar associada a mais de uma chave, se estas chaves
operam sempre condicionados aos estados desta varidvel
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Exemplo 2.17 Seja um circuito de chaves normalmente abertas, qual é a
expressdo booleana correspondente?

0 circuito ¢ ficard fechado se (y!+a1)z(w+z). Esta fungio pode também
ser implementada com chaves normalmente fechadas
W

) )

7

\

XL x,v

2.5 Uma Operagao Ldgica Util: XOR

A implementagao de uma fungao lgica com uso das portas AND, OR and
NOT ¢ direta, pois elas realizam exatamenta as trés operagoes da dlgebra
de Boole. Porém, no mercado sdo oferecidas portas “eletronicas” que imple-
mentem outras funcoes 16gicas mais complexas e comuns nos circuitos logicos,
como a fungio XOR (ou-exclusivo), cuja tabela-verdade é:

E fAcil verificar que

Linha p|q|p@g

0 Viv] F
1 VIF| V
2 FIV] V
3 FIF| F

P&qE P qt+p-q

Algumas relagoes tteis envolvendo @ incluem:

eada=10

seada=1
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eadl=a
eadl=al
sadb=bda

ead(bdc)=(aab dc
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